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$ 1. Intégration d’équations de mouvement des systèmes 
à un degré de liberté | 


1.1. Déterminer la loi de mouvement d'une particule dans le 
champ Ù (x): | 
a) U (x) = A (e-?2%* — 2e-%x) (potentiel de Morse, fig. 1, a); 
| U | 
b) U(x) = pe (fig. 1, b); 


c) U(x)=U, tg?ax (fig. 1, c). 


1.2. Rechercher la loi de mouvement d’une particule dans le 
champ U (x) — —Azx' au cas où son énergié est nulle. 


(V4 


a) b) 4) 
Fig. 1. 


1.3. Déterminer de façon approchée la loi de mouvement d'une 
particule dans le champ U (x) près du point de repos x = a (fig. 2). 

Conseil. Utiliser le développement de U (x) en série de Taylor 
au voisinage du point z — a. Étudier les cas de U' (a) =£ 0, U' (a) — 
= 0 et U"(a) Æ 0. 

1.4. Déterminer la loi d’après laquelle la période de mouve- 
ment de la particule dans le champ représenté sur la figure 3 devient 
infinie quand l'énergie Æ se rapproche de U,.. 

1.5. a) Établir la période de mouvement de la particule dans le 
champ Ù (x) (fig. 4) au cas où son énergie est proche de U,, (c’est-à- 
dire pour £ — U,, € U,y, — Unmin). 
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b) Déterminer durant quelle partie de la période la particule 
se trouve sur le tronçon s'étendant de x à z + dx. 
c) Déterminer durant quelle partie de la période la particule 


possède l'impulsion mx sur l'intervalle de p à p + dp. 


(14 d 
DV me mm 
E Ê | 
{ | 
| } 
| | 
Z — TL & T 
Fig. 2. Fig. 3. 


d) Tracer qualitativement sur le plan x, p = mx les lignes 
E (x, p) = const aux :cas où £ <U,,, E — D. EU, 

1.6. Une particule de masse m est susceptible de se mouvoir 
sur un cercle de rayon / en position verticale dans le champ de gravité 


(/4 


Fig. 4. 


(pendule mathématique). Rechercher la loi de son mouvement au 
cas où l'énergie cinétique au point inférieur Æ est égale à 2mgl. 

Évaluer la période de révolution du pendule pour le cas où 
E — 2mgl € 2mgl. 

1.7. Déterminer la loi de mouvement d’un pendule mathéma- 
tique pour une valeur quelconque de l'énergie. 

Conseil. La dépendance de l'écart angulaire du pendule du temps 
s'exprime au moyen de fonctions elliptiques (voir, par exemple, 
[1], p. 157). 

1.8. Déterminer la variation de la loi de mouvement d’une 
particule sur un tronçon démuni de points d'arrêt engendrée par 
l'adjonction au champ Ü (x) d’un petit complément ôU (x). 

: Étudier si les résultats obtenus sont applicables près du point 
"arrêt. 

1.9. Rechercher la variation de la loi de mouvement d’une 

particule engendrée par l’adjonction au champ UÙ (x) d’un petit 
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complément ÔU (x): 
a) U (x) = — SU (x) = s 


? 


mp 


b) U(x)= me OU (x) = 

1.10. Déterminer la variation de la période du mouvement 
fini de la particule, due à l’adjonction au champ U (x) d’un petit. 
complément ÔU (x). 

1.11. Rechercher la variation de la période de mouvement de la 
particule, due à l’adjonction au champ UÙ (x) d’un petit complé- 
ment ÔÙ (x): 

a) U(x)= is (oscillateur harmonique), 6Ù (x) = er 


b) U(x)= not SU (2) ="; 


c) U(x)=A(e-22x%— 9De-ax), SU (x) = — Ve“ (V & À). 


1.12. Une particule se meut dans le champ UÙ (x) — 


Uo 
ch? ax 
avec l'énergie E = U,. Rechercher le temps de retard de la parti- 
cule au cours de son mouvement de æ — —o à zx — —o sur le 
temps du mouvement libre avec la même énergie. 


$ 2. Mouvement de particules dans des champs 


2.1. Décrire de façon qualitative la nature du mouvement d’une 


particule dans le champ U (r) — —+ —+ pour des valeurs variées 


du moment cinétique et de l’énergie. 
2.2. Rechercher les trajectoires et les 

lois de mouvement de la particule dans 

le champ R 


, [TS avec r << R, 
L 0 avec r=>R 


(fig. 5, «puits de potentiel rectangu- 7 / 
laire sphérique ») pour des valeurs va- 
riées du moment et de l’énergie. 

2.3. Déterminer la trajectoire de la 


particule dans le champ U (r) =<— L 


Exprimer la variation de direction de sa vitesse, due à la diffusion, 
en fonction de l'énergie et du moment. 
2.4. Déterminer la trajectoire de la particule dans le champ 


U (r) — _. Calculer la durée de chute de la particule de la 


(V4 


Fig. 9. 
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\ 


distance r au centre du champ. Combien de révolutions accomplira 
dans ce mouvement la particule ? | 
2.9, Déterminer la trajectoire de Ia particule dans le champ 


U (r) — + u . Rechercher la distance angulaire Aç entre deux 


passages successifs par le périhélie (point r — rmin), la période des 
oscillations radiales 7, et celle de révolution T,. A quelle condition 
la trajectoire devient- elle fermée? 

2.6. Déterminer la trajectoire de la particule dans le champ 
véj=-t LH 

2.7. Pour quelles valeurs du moment cinétique M le mouvement 
fini de la particule est-il possible dans le champ U (r}? 


a) U{r)= —œe-*"/r ; 
b) Ui(r) = — Ver? 


2.8. Une particule chute au centre du champ U (r) = —ar" 
d’une distance finie. Le nombre de révolutions effectuées par la par- 
ticule autour du centre sera-t-il fini? La durée de chute sera-t-elle 
finie? Rechercher l’équation de la trajectoire pour des r petits. 

2.9. Une particule parcourant le champ U (r) se dirige vers l’in- 
fini de la distance r 0. Le nombre de révolutions accomplies par 
cette dernière autour du centre sera-t-il fini? 


a) U= ar"; 


b) U (r) = —ar?. 


2.10. Déterminer la durée de chute de la particule de la distance 
R au centre du champ Ù (r) = —a/r, en assimilant la trajectoire 
à une ellipse dégénérée. La vitesse initiale de la particule est nulle. 

2.11. Déterminer la distance minimale à laquelle s’approche 
une particule incidente provenant de l'infini, qui se meut à la vitesse 
v et dont le paramètre d'impact est o, d’une particule se trouvant 
primitivement au repos. Les masses des particules sont m, et m2, 
la loi de leur interaction étant UÙ (r) = œ/r”. 

2.12. Déterminer dans un système de centre des masses les 
trajectoires du mouvement fini de deux particules dont les masses 
sont m, et m, et la loi d’interaction U (r) = —/r. 

2.13. Déterminer la position du foyer d’un faisceau de particules 
se disposant près de l’axe de ce dernier au cas de diffusion dans le 
champ central U (r), en admettant que la particule longeant l’axe 
rebrousse chemin. 

2,14. Rechercher la région inaccessible au faisceau de particules 
provenant de l'infini et animées de la vitesse v parallèle à l'axe z, 
pour le cas où elles sont diffusées par le champ U (r) = «/r. 
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2.15. Rechercher la région inaccessible aux particules animées 
de la vitesse v et se dispersant en diverses directions d’un point À 
situé dans le champ UÙ (r) = —«/r. 

2.16. Rechercher la trajectoire de la particule dans le champ 
U (r) — MS en se servant de l'intégrale de mouvement À — 


— [vM] — 


2,17. Détérminer la variation de dépendance de la période T 
d’ oscillations radiales d’un point situé dans le champ central U (r) 
de l'énergie et du moment, engendrée par la modification du champ 
d’une petite quantité ÔUÙ (r). 

2.18. Montrer que la trajectoire d’une particule plongée dans 


le champ U (r) = —œe-"/D/r constitue, à la condition que rmax K D, 
une ellipse en lente précession et trouver la vitesse angulaire de cette 
précession. 


2.19 Rechercher la vitesse de la précession de l’orbite dans 
le champ U (r) = — œ/rite, où [el 1. 

2.20 Rechercher la vitesse angulaire de la précession de l'orbite 
d’une particule dans le champ U — mer + LE pour B < mo?2af, 
mow?b$, où «a et b sont les paramètres de la trajectoire non 
perturbée : 

r COS @ \2 rsinp\?2 
(CS j +) 4 
2.21. Montrer que l'énergie potentielle du système Terre-Lune 


dans le champ du LE réduite à la moyenne mensuelle, prend la 
forme U (r) — — (r étant la distance du centre des masses 
du système Terre-Lune au Soleil ; à des fins de simplification, admet- 
tons que le plan de l’orbite de la Lune coïncide avec celui de l'orbite 
de la Terre). Déterminer le déportement résultant du périhélie en 
cent ans. La masse de la Lune est 81 fois plus petite que celle de la 
Terre, la distance jusqu’à la Lune vaut a — 380 000 km, la distance 
moyenne au Soleil vaut 150 millions de km. 

2.22. Déterminer la vitesse angulaire de la précession de l’orbite 


dans le champ U (r) — ——+— + ÔU (r) pour le cas où l’excentricité 
de l'orbite e € 1, en posant 


SU (r) = 8U (a) + (r— a) SU’ (a) ++ (r— a)? BU" (a), 


où a— Max TTmN est le rayon moyen de l'orbite. 
2.23. Déterminer la vitesse angulaire de la précession de l'orbite 


d'une particule dans le: champ U (r) — —+ + ÔU (r) (GU (r) — 
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petite adjonction) avec la précision jusqu’au second ordre inclus en 
OÙ (r) près. 

2.24. Rechercher l'équation de la trajectoire d’une particule 
parcourant un champ U (r) — —+ ++ en assimilant + à une 
petite adjonction au champ coulombien. 

2.25. Montrer que le problème du mouvement de deux particu- 
les chargées dans un champ électrique uniforme £& se ramène à celui 
du mouvement du centre des masses et du mouvement de la particule 
dans un champ donné. 

2.26. À quelle condition le problème du mouvement du centre 
des masses et celui du mouvement relatif de deux particules chargées 
dans un champ magnétique uniforme diffèrent-ils l’un de l’autre? 

Il est commode de choisir le potentiel vectoriel sous la forme 


= + [rl]. 


2.27. Exprimer l'énergie cinétique, l’impulsion et le moment 
cinétique du système de V particules en fonction de coordonnées 
de Jacobi 


E L. murs + .. MNIN 


à Mike. +mnN 


2.28. Une particule primitivement au repos est frappée par une 
particule incidente de même masse m possédant à l'infini la vitesse v 
et interagissant avec la première suivant la loi UÙ (r) = «/r". Le 
choc est central. Rechercher le point d'arrêt de la particule incidente. 

2,29 Démontrer que pour une particule chargée plongée dans 
un champ magnétique uniforme K l'intégrale de mouvement est 


MK + (rHP, où M—m{rv]. 

2.30. Rechercher la trajectoire et la loi de mouvement d'une 
particule chargée plongée dans le champ magnétique K = gr/r° 
(champ du monopôle magnétique). 

Un tel champ s’observe pour le champ magnétique d’un long 
solénoïde en des points situés de ses extrémités à une distance supé- 
rieure au diamètre du solénoïde mais petite devant sa longueur. 

2.31. Décrire qualitativement la nature du mouvement ainsi 
que la forme de la trajectoire d’une particule chargée plongée dans 
le champ d’un dipôle magnétique m et qui se meut dans le plan 
perpendiculaire au vecteur m. Le potentiel vecteur du dipôle magné- 
tique vaut À — [mr|/r°. | 

2.32. a) Décrire qualitativement le mouvement d’une particule 


chargée dans le champ U =+ mir?, où r est la distance de l’axe z 
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(champ d'un cylindre uniformément chargé), en présence d’un champ 
magnétique uniforme # parallèle à l’axe z. 

b) Rechercher la loi de mouvement et la trajectoire de la par- 
ticule chargée parcourant le champ U = «/r? suivant le plan per- 
pendiculaire au champ magnétique uniforme constant K. 

2.33. Une particule chargée se meut dans un champ coulombien 
U (r) = —a/r suivant un plan perpendiculaire au champ magnétique 
uniforme K. Décrire la trajectoire de la particule. Étudier le cas où 
est petit et le cas où le champ Ü (r) constitue une petite pertur- 
bation. 

. 2:34. Rechercher les lois de mouvement de deux particules char- 
gées identiques dans un champ magnétique uniforme K au cas où 
leurs trajectoires sont dans un même plan perpendiculaire à YX 
quand leur énergie d'interaction U (r) = e?/r peut être assimilée 
à une petite correction. 


2.35 Montrer que dans le champ U (r) = — Fr la quantité 


F[vM]— ee ++ [Fr]? se conserve. Commenter cette intégrale de 


mouvement pour des F très petits. 


2.36. Étudier la conséquence d’une petite adjonction ÔU (r) — 
— —Fr au champ coulombien quand le mouvement de la particule 
est fini. ) 

a) Rechercher la vitesse moyenne (durant une période) de varia- 
tion du moment cinétique. 

b) Déterminer la dépendance temporelle du moment cinétique, 
des dimensions et de l'orientation de l'orbite au cas où la force F 
est située dans le plan de l'orbite. 

c) Même question pour le cas d’une orientation quelconque de la 
force. 

Conseil. Établir et résoudre les équations de mouvement, moyen- 


nes sur une période, pour des vecteurs M = m [rv] et A = [vM] — 
ar | | 


ne 

2.37. Rechercher la variation systématique de la trajectoire du 
mouvement fini d’une particule chargée plongée dans un champ 
U (r) = —a/r et soumise constamment à l'influence de faibles champs 
uniformes électrique et magnétique & et X. 

a) Se limiter au cas où le champ magnétique est perpendiculaire 
au plan de l’orbite, tandis que le champ électrique est situé dans 
ce plan. 

b) Étudier le cas général. 

2.38. Rechercher les variations systématiques de l'orbite ellip- 
tique d’une particule dans le champ U (r) = —a/r, soumise à l’in- 
Îluence d’une petite adjonction ÔU —= fr? (3 cos” 6 — 1). (Tel est, 
par exemple, le champ d'attraction moyen sur un mois de la Lune 
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dans l’espace circumterrestre, c’est-à-dire le champ de « forces de 
marées »). Se limiter au cas où le plan de l'orbite passe par l’axe z. 

2.39. Rechercher le déportement systématique de la trajectoire 
d’un mouvement fini de la particule se déplaçant dans le champ 


U — —a/r et dans celui du dipôle magnétique m au cas où l'influence 
du dipôle magnétique peut être assimilée à une petite perturbation. 
[mr] 


Choisir le potentiel vecteur sous la forme 


2.40. Déterminer la vitesse moyenne de la précession de l’orbite 
d’une particule dans le champ UÙ (r) — —«œ/r sous l’action d’une 


petite force complémentaire F — Bv (c'est la forme que prend la 
2 

force de freinage due au rayonnement, dans ce cas f— FR , où 

q est la charge de la particule (voir [2], $ 75). 


$ 3. Section de diffusion dans un champ donné. 
Choc de particules 


3.1. Rechercher la section efficace différentielle de la diffusion 
de particules, dont la vitesse avant la diffusion est parallèle à l’axe z, 
sur une surface}de révolution lisse et élastique p (2): 


a) p=bsin—, OL z< Ta ; 
b) p = Az”, 0<n< 1; 
D <z< 00. 


3.2. Rechercher la surface de révolution pour laquelle la section 
de diffusion efficace coïncide avec celle de Rutherford. 

3.3. Rechercher la section efficace différentielle de diffusion de 
particules au moyen de la « colline de potentiel » sphérique: 


V pour r <a, 
U (r)=— | | 
0 pour r>a. 
3.4. Rechercher la section de chute des particules au centre du 
champ : 


a) U(r= +; 


r? 


a? 
C) Dr 


L 


b) U(r)=+ 7 


r4 * 


3.5. Rechercher la section de chute des particules sur une bille 
de rayon À située au centre du champ U (r): 


a) U= + n>2; 


R ? 
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3.6. Rechercher la section efficace différentielle de diffusion de 
particules dans le champ U (r): 


œ (e 2 


a) DT TR ssh 
0 


pourr>R ; 


1 | 
b) U(r)= {7 D 
0 pourr > A. 


3.7. Rechercher la section efficace différentielle de diffusion de 
particules rapides (£ S V) dans le champ U (r): 


a) U (r)=Vin(1+< ); 


r(1—-) pour r<<R 
b) ve) R° | 
0 pour r > A. 


3.8. Rechercher la section efficace différentielle de diffusion de 
particules à petits angles dans le champ U (r) — EE 

8.9. Rechercher la section efficace différentielle de diffusion de 
particules dans le champ U — —«/r?. 

3.10. Rechercher la section efficace différentielle de diffusion 
de particules rapides (£ € V) dans le champ U (r). Examiner en 
détail les cas limites, quand l’angle de déviation est proche de ses 
valeurs minimale et maximale : 


LT) Verres 
V 
b) U(r) TARA 


3.11. Un flux de particules dont les vitesses sont primitivement 
parallèles à l'axe z est diffusé sur un ellipsoïde immobile 


2? y2 22 
tete ct 
Rechercher la section efficace différentielle de diffusion pour le cas 
où l’ellipsoide est : 
a) lisse et élastique, b) lisse et inélastique, c) rugueux et élastique. 


3.12. Rechercher la section efficace différentielle de diffusion 
de particules à petits angles dans un champ non central U (r): 


a) U(r)=<+ ; 


r? 


b) U(r)=<-. 
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3.13. Rechercher la correction à la section efficace différentielle 
de diffusion de particules dans le champ Ü (r) impliquée par la 
variation du champ d’une petite quantité ÔU (r): 


a) U(n=<, (=; 


bD'U(=T, BU(r)=+ ; 
U(r=t, ôU(r—-X. 


3.14. Déterminer la moyenne prise sur le temps de la section 
efficace différentielle de diffusion en fonction de l'énergie acquise 
par les particules rapides (£ > V;,) avec la diffusion dans le champ 
U (r, t) = (V, + V, sin ot) er, 

3.19, Une particule lancée avec une vitesse V se scinde en deux 
particules identiques. Déterminer la répartition suivant l’angle de 
divergence des particules de désintégration (angle formé par les 
directions prises par les deux particules). La désintégration dans le 
système du centre des masses est isotrope, la vitesse des particules 
de désintégration dans le système du centre des masses est égale 
3.16. Trouver la répartition des particules de désintégration en 
énergies dans un système de laboratoire si dans le système de centre 


des masses la répartition angulaire est de la forme _ sin? 0, dos, 


où 6, est l’angle formé par la vitesse V de la particule incidente èt 
la direction prise par la particule de désintégration dans le système 
de centre des masses. La vitesse des particules de désintégration dans 
le système de centre des masses vaut 4. 

3.17. L'’électron possédant à l'infini la vitesse v est lancé sur 
un autre électron au début immobile (le paramètre d'impact est o). 
Rechercher les vitesses des électrons après diffusion. 

3.18. Déterminer l'intervalle des valeurs que peut prendre 
l'angle entre les directions des vitesses après collision de la particule 
mobile (masse m.,) avec la particule initialement au repos (masse m,). 

3.19. Rechercher la section efficace différentielle de diffusion 
de sphères lisses et inélastiques sur des sphères identiques se trouvant 
primitivement au repos. 

3.20. Trouver la loi suivant laquelle varie l'intensité du faisceau 
de particules à la traversée du domaine plein de centres absorbants. 
La densité de distribution des centres est n, la section d’absorption 
étant ©. | 

3.21. Rechercher le nombre d'événements de réaction se réali- 
sant dans le volume dV durant le laps de temps dt avec la collision de 
deux faisceaux de particules animées de vitesses v, et v, et dont les 
densités sont n, et n,. La section de réaction est 6. 
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3.22. La particule de masse M se meut dans un domaine rempli 
de particules de masse m € M (initialement immobiles). La section 
de diffusion des particules m sur la particule M vaut do = f (6) do. 
Les chocs sont élastiques. Trouver : 

a) la « force de frottement » agissant sur la particule M ; 

b) le carré moyen de l’angle de déviation @ de la particule #. 


$ 4. Équations de mouvement. Lois de conservation 


4.1. Durant le laps de temps +t la particule se déplace dans le 
champ ÜÙ (x) = —Fzx du point x = 0 au point x = a. Rechercher 
la loi de mouvement de la particule en supposant qu'elle est de la 
forme x (t) = At? + Bt + C et en choisissant les paramètres À, B, 
C de manière à réduire au maximum l’action. 

4,2. Une particule se meut sur le plan xOy dans le champ 


O0 pour t<0, 
Ui'x, n={ 
Li Y pour x > 0, 
et se déplace durant le laps de temps + du point (—a, 0) au point 


(a, a). Rechercher la loi de mouvement de la particule en posant 
qu’elle prend la forme 


Z1,2 (t) = Ayot né Bio 
Ya () = Cast Sa Di,9e 


Les chiffres À et 2 se rapportent aux demi-plans gauche (x << 0) 
et droit (x >> 0). | 
4.3. À l'aide d’un calcul direct, démontrer la covariance des 
équations de Lagrange par rapport à la transformation des coordon- 
nées 
Gi = qi (Qs, Q:, ..., Q; td), —=1, 2,00, S. 


4.4. Quelle transformation doit subir la fonction de Lagrange 
avec le passage aux nouvelles coordonnées et au « temps » nouveau 


Qi = Qi (Qu Q:, 7 Qs, Ts i = 1, 2, ee S) 
t — L(Qu, Qu © o 9 Qss T) 


pour que l'équation de Lagrange conserve sa forme? 

4.5. Écrire la fonction de Lagrange et l'équation de mouvement 
de la particule dans le champ VU (x) en introduisant le « temps local » 
T=t— x. 

4.6. Comment se transforme la fonction de Lagrange 


DV 1-(5) 


2—0734 
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avec le passage aux coordonnées g et au « temps » T: 
L = qgChÀ + T sh À, 
t—=qshÀ + x ch À? 
4.7, Trouver les lois de transformation de l'énergie et des impul- 
sions généralisées avec la transformation des coordonnées 


PE É (Q., ._…. Q:, t), i — 4; y De 


4.8. Trouver les lois de transformation de l’énergie et des impul- 
sions généralisées conjuguées aux coordonnées polaires et cartésien- 
nes avec le passage au système de référence en rotation autour de 
l'axe z: 


a) p—=p +Qt, r=r'; 

b) x = x’ cos Qt — y' sin Qé, y = x’ sin Qf + y’ cos Qt. 

4.9. Trouver les lois de transformation de l'énergie et des impul- 
sions avec le passage au système de référence se déplaçant à la vi- 


tesse V. La fonction de Lagrange L' dans le système mobile sera 
prise sous la forme : 


a) L'=L(r'+Vt, r'+V, t), où L(r,r,t) est la fonction de 
Lagrange dans le système au repos; 


b) L, — ee —U (r + Vi,t). L, diffère ici de L; de la déri- 
vée totale ne rapport au temps de la fonction 


Vmr' ee ES — V2. 


4.10. Soit: une transformation infiniment petite de coordonnées 
et du temps, de la forme 


di = qi +eY;(g, t), 
t' = t+'ex (g, t)}, e—+0;: 


et soit, cette transformation étant adoptée, la forme inchangée de 
l’action : 


to ts 
Fu de eja fr (y, ds r)ar 
| t 


t1 


Démontrer que la grandeur 


> TE (giX — Y;)—LX 
à Qi 


est l'intégrale de mouvement. 
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4.11. Appliquer le théorème du problème précédent au‘cas où 
la forme de l’action se modifie avec la transformation des coordon- 
nées et du temps de la façon suivante: 

t te 


2 
RACE at jar | (L(r, So r)+e par. 


1 1 

4.12. Rechercher les intégrales de. mouvement pour le cas où 
la forme de l’action ne varie pas avec: 

a) un déplacement dans l’espace, b) une rotation, c) un déplace- 
ment de l’origine des temps, d) un déplacement hélicoïdal, e) une 
transformation du type posé au problème 4.6. 

4.13. Trouver les. intégrales de mouvement d'une particule 
mobile : : 

a) dans le champ uniforme UÙ (r) = —Fr; 

b) dans le champ UÙ (r), où Ù (r) est une fonction homogène : 


U (ar) = a'U (r) 


(préciser pour quel la transformation de” similitude ne modifie 
pas la forme de l’action); 

c) dans le champ de l’onde progressive U (r, t) = U (r — Vt), 
où V est un vecteur constant; 

d) dans un champ magnétique déterminé par le potentiel vecteur 
A (r}), où A (r) est une fonction homogène; 

e) dans un champ électromagnétique tournant à la vitesse angu- 
laire constante Q autour de l’axe z. 

4.14. Trouver l'intégrale de mouvement répondant à la trans- 
formation de Galilée. 

Conseil. Utiliser les résultats du problème AA. 

415. Rechercher les intégrales de mouvement d’une particule 
plongée dans le champ magnétique uniforme Y au cas où le poten- 
tiel vecteur est donné sous la forme: 


a) A [Krl; b) 4—4,=0, A, 8. 

4.16. Rechercher les intégrales de mouvement d’une particule 
dans le champ : 

a) du dipôle : magnétique À — = Furl, m — const ; 

b) pour À, = u/r, À, = À, 


4.17. Établir | Le équations de mouvement d’un système dont Ja 
fonction de Lagrange est : 


X 
a) L(x, x) = gx D 2xre-*? | e% dy ;; 
Je. | 


b) L(x, x, D Len (as 2 wa). 


2% 
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4:18. a) Écrire les composantes du vecteur accélération de la 
particule dans le système de coordonnées sphériques. 

b) Trouver les composantes de l'accélération dans le système 
de coordonnées orthogonal q; pour le cas où l'élément de longueur 
est -donné. par la relation 


ds?= h} dqi+ hi dgi+ hs ds 


où h; (ds ss 43) soït des coefficients de Lamé. 


a) b) 
Fig. 6. 


4.19. Écrire les équations de mouvement d'une particule en 
coordonnées arbitraires q; reliées aux coordonnées cartésiennes z;, 
par les relations: 


a) Ty — L; (Qu PET 3) i — L, 2; 3 ; 
b) x; = Ti (is as Is ts à = 1, 2, 8. 


4.20. Montrer que la fonction de Lagrange [31] 
= - (r2 + r202 + r2qp2 sin? 0) — “Ep cos 0 


décrit le mouvement.d’une particule chargée plongée dans le champ 
magnétique J{ —=.gr/r° (voir problème 2.30). 

Trouver les intégrales de mouvement. 

4.21. Vérifier que ss fonctions de Lagrange 


| 2 
in Tr Ugr Ly= — + Ug 


aboutissent aux « équations de mouvement » correctes pour g1 et qe 


ainsi qu’à des valeurs exactes de l'énergie. g, — Z est ici le courant 
sé passant:par. l’inductänce Z de À vers B:(fig. 6, a), q, la charge 
de l’armature supérieure du condensateur (fig. 6, b). tandis que U 
est la tension entre les points À et B (U = mp — mA). 

4.22. En profitant de l’additivité de la fonction de Lagrange et 
du résultat obtenu au problème précédent, construire les fonctions 
et les équations de Lagrange pour les circuits représentés sur la 
figure 7 (a, b et c). 
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4.23. Rechercher les fonctions de Lagrange des systèmes suivants : 
a):un circuit comprenant un condensateur variable dont les 
armatures mobiles sont reliées äau péndule m (fig. 8, a). La dépen- 


L,. > 


ie 14 + 
a) 


a) ë) 


Fig. 8 


dance de la capacité de l'angle de rotation C (œ) est connue, la masse 
des armatures pouvant être négligée; 

b) un noyau magnétique suspendu à un ressort de rigidité 
s'enfonce à l’intérieur d’un solénoïde dont l’inductance est une 
fonction fixée du déplacement du noyau © (x) 

(fig. 8, b). 

4,24, Un cadre carré de conductibilité idéale peut 5 
tourner autour de son côté fixe AB — a (fig. 9). Le 
cadre est plongé dans un champ magnétique uniforme 2: 
constant K perpendiculaire à l’axe AB. L'induc- — 
tance du cadre est £, la masse du côté CD vaut m, 
les maëses des autres côtés peuvent être négligées. 7 À 

Décrire qualitativement la nature du mouve- 
ment accompli par le cadre. 2. 

4.25. En utilisant la méthode de facteurs indé- Fig. 9 
terminés de Lagrange, établir les équations de mou- 
vement d’une particule dans le champ de gravité, au cas: où cette 
dernière est susceptible de parcourir la courbe donnée :- 

a) la parabole sitüée dans le plan vertical : 

‘b) le‘cercle de rayon r = /, situé dans le plan. vertical. 
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Exprimer les forces de liaison. 

4,26. Une particule se déplace dans le champ de gravité suivant 
upe droite en rotation uniforme dans le plan vertical. Établir les 
équations de mouvement de la particule et trouver le moment de la 
force de liaison. 

4,27. On peut décrire l’influence des liaisons et du frottement sur 
le mouvement d’un système par l'introduction dans les équations 
de mouvement des forces de liaison et de frottement généralisées : 


Ôqi 
a) Comment variera avec le temps l'énergie du système? 
b) Comment se transformeront les forces R; avec le passage 
aux nouvelles coordonnées généralisées 


t — Qi (Q:, ° Q:, L), 


pour que les équations de mouvement conservent leur forme? 
4.28. Soient les équations de liaison de la forme ., 


ge — > PénQris p — PP 
n=r+ 1 


la fonction de: Lagrange L (q,11, . .'., qs, Qu AE dé, 1) et les 
coefficients b 5, ne dépendant pas des coordonnées gg. 


Fig. 10 à 


Montrer que les équations de mouvement peuvent être établies 
sous la ‘forme 


s 
d LD DL 5 OL 00pm ObBn \ ” | 


dt... 04h : 0 Ô 
On | ds | Ba Ôqp ni An Im 
où Lg » sr. Qrtis se GS i) est une fonction obtenue par 
élimination des vitesses DRREET q, de L au moyen des équations 
de liaison. 


4.29. Une de peut être assimilée au cas limite d'un système 
de N En (fig. 10) reliées par un fil élastique, quand W —- oo, 
a—> 0, Na:= const. La fonction de Lagrange d'un système discon- 
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tinu prend la forme 
N+1° 


L (gs, Qo: LUE ON: it os 63 An t)— $ La (Qnr fn — In-1» . t), 


où g, est l'écartement de la n-ième particule de la position d'équi- 
libre. 

. a) Établir l'équation de mouvement d’un système continu en 
l’assimilant au cas limite des équations de Lagrange d’un système 
discontinu. 

b) Obtenir l’expression de l° énergie d’un système continu comme 
limite de l'expression de l'énergie d’un système discontinu. 

Conseil. Introduire la coordonnée du point x de la corde, ainsi 
que les grandeurs obtenues en passant à la limite a — 0 et n — 
= x/a — 00 : 


qg (x, t)= lim An (£); = lim 2n O 97 O | 
2e a = Ln (ns ide ne t) 
L ( qi T7 Ôôx , "ot ? t)— im GE SE 


"4, 30. Une particule chargée se meut dans le champ de potentiel 
U (r) et le champ magnétique constant K (r), U (r) et X (r) étant 
des fonctions homogènes de coordonnées de degré k et n respective- 
ment, c’est-à-dire que U (œr) — &*U (r), °K (ar) — a" (r). En 
déduire pour le système la règle de similitude, en précisant pour 
quelle valeur de r elle joue. 

4,31. Appliquer le théorème du viriel au système de particules 
chargées plongé dans un champ magnétique uniforme Æ. L'énergie 
potentielle du système U est une fonction homogène de coordonnées 
U (œrs, ..., ar) = @U (r1, ..., r.), tandis que le mouvement 
du système se réalise dans un domaine de l'espace aux vitesses limi- 
tées. 

4,32. Trois particules identiques se déplacent sur une même 
droite et intéragissent mutuellement deux à deux suivant la loi 
U;r = U (x; — x;), où x; est la coordonnée de la i-ième particule. 
Vérifier qu'outre les intégrales de mouvement triviales 


Prm(ri+ttt), | 
= (ai 28 428) EU 2 + Uns + Us 
il existe une intégrale de mouvement supplémentaire [28] 
L AE MATE — AU 23 — To 5 — EU a 
au cas. où la fonction .U(x) prend la. forme : 


a) U(a)=h, bU(D=- EE 


sh? ax ” 
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4.33. Étudier la collision de trois particules décrites au pro- 
blème précédent. Soit x, > x, > x, et, quand { —> —oo, les distan- 
ces entre les particules deviennent infiniment grandes, tandis que 


leurs vitesses v, = z; (t = —o) sont telles que > v, > uv. 
Trouver vi = x; (t — +00). 


$ 5. Petites oscillations d’un système à un degré de liberté 


5.1. Trouver la pulsation o de petites oscillations des particules 
dans lé champ U (x): 


‘y à) U (x) = V cos ax — Fz; 
b) U (x) — V (ax°x°? — sin° ax) 


5.2. Rechercher la pulsation de petites oscillations du système 
représenté sur la figure 11. Le système est en rotation dans un champ 
de gravité autour de l’axe vertical à la vitesse angulaire Q. 

5.3. Une particule de masse m portant une charge g peut se mou- 
voir dans le champ de gravité sur un cercle vertical de rayon À. 


Fig. 11 Fig. 42 


Au point inférieur du cercle est fixée une charge q. Trouver la posi- 
tion d’équilibre ainsi que la pulsation de petites oscillations de la 
particule (fig. 12.) 

5.4. Rechercher la loi de mouvement d’une particule dans le 
champ central U (r) = —œ/r" (0 <n << 2) suivant une trajectoire 
voisine du cercle. 

5.5. Rechercher la fréquence de petites oscillations d’un pen- 
du e sphérique (une particule de masse m est suspendue par un fil 
de longueur /) pour lesquelles l’angle d’écartement du fil de la ver- 
ticale 6 oscille au voisinage de la valeur 6,. 
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> 


‘0.6. Trouver la correction à apporter à la pulsation des petites 
oscillations de la molécule biatomique, impliquée par l'existence 
d’un moment cinétique de la particule WW. 


n km + 
A B 
be 7 — + 
Fig. 13 


05.7. Rechercher les oscillations libres du système (fig. 13) au 
“à où la particule peut se mouvoir: 
a) le long de la droite AB; 
b) perpendiculairement à AB. 
Quelle est la dépendance de la pulsation de la tension de petits 
ressorts en position d'équilibre? 
X 5.8. Recherther les oscillations libres d'un système (fig. 14) 
si ce dernier est situé dans un champ de gravité uniforme, la. par- 
ticule ne pouvant se mouvoir que verticalement. 


| 


Fig. 14 Fig. 15 Fig. 16 


X 9.9. Rechercher les petites oscillations permanentes d’un pen- 
dule plat dont le point de suspension se meut uniformément sur un 
cercle de rayon a et de pulsation Q (fig. 15). La longueur du pendule 
est ? (5 a). 

X 5.10. Rechercher les oscillations permanentes de la tension 
d’un condensateur de même que le courant dans le circuit dont la 
source de tension est UÙ (t) = U, sin ot (fig. 16). 

X 9.11. Trouver la loi de mouvement d'un oscillateur amorti qui, 

à l'origine, se trouvait au repos, soumis à l’action de la force F (t) — 

= F cos yt. 

5.12. Déterminer l'énergie Æ acquise par un oscillateur sous 
l’action de la force F (t) = Fet-t"* durant le temps de son action, 
si pOur Ê — —0©: 

a) l’oscillateur était au repos; 

b) l'amplitude des oscillations était égale à a. 
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# 5.13. Trouver le mouvement provoqué par l’action de la force 
F (+): 
a) d’un système instable décrit par l'équation 


apr F(t); 
b) d’un oscillateur amorti 
z+Qhr+ or = F (6). 


9.14. Rechercher la section efficace différentielle d’un oscilla- 
teur isotrope forcé jusqu’à l'énergie & par une particule rapide 
(E >> V) qui interagit avec ce dernier suivant la loi 


Ul(r) = Ve-wr?, 


L'énergie initiale de l'oscillateur est nulle. 

5.15. L'oscillateur. ne: peut osciller que sur l'axe z. Rechercher 
la section efficace différentielle d’excitation de l’oscillateur..jusqu'à 
l'énergie e par une particule rapide qui interagit avec l’oscillateur 
suivant la loi U (r) — Ve-*?#?. La vitesse de la particule v, est 
parallèle à l’axe z, son énergie £ 5 V. L’ “nero nes de l'oscil- 
lateur est &,:: 

5.16. Un oscillateur harmonique est soumis à la force F (5) 
avec F(—o0) = 0, F(+o) = F,. Trouver l’é énergie E (00) 
acquise par l’ oscillateur durant |’ action de la force, aïinsi que l’am- 
plitude de ses oscillations pour £ — —+oo, si pour { — — 1” oscil- 
lateur était au repos. | 

5.17. Rechercher l'énergie acquise par l’oscillateur sous l’action 
de la force 


| F0 eh pour é<0, 
LFO=À % . 
a (26 M) pour £>>0,. : 


L'énergie de l’oscillateur est Æ, pour £ —— —oo. 

. 5.18. Apprécier la variation de l’amplitude des oscillations d’un 
oscillateur au cas où la force F (t) est appliquée. doucement et pro- 
gressivement au cours d’un long laps de,temps +, de sorte que wTt > 
ÿ> 1. Pour t < 0 la force F (£) —,0, pour { > + la force F (6) =; 
pour OO <t<7T se vérifie l’ estimation F4 (t) — F/r (k = 0, 
1,..., n + 1); d'autre part, #® (0) = .F® (x) =0(s=1, 2, 

si me À), tandis que la dérivée n-ième de la force pour i — —= = 0 
et t — v effectue un bond. 

, 5.19. Rechercher les oscillations permanentes d'un oscillateur 
Koumis à l’action. d'une force périodique F (t): 
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a) F(t) = F.(t/x — n) pour ni<t <(n +1)T (fig. 17); 

b) Ft) = F.(l — e-M), & — É— nv pour m<t L(n +1)T 
(fig. 18). 

Apprécier le temps mis à la stabilisation des oscillations si le 
décrément de l'amortissement vaut 6. 


F 


T À 


Fig. 17. Fig. 18 


__ c) Trouver le courant stabilisé dans le circuit (voir fig. 16) dont 
la source de tension est en forme de scie U es (/r — n) V pour 
nt L(n +17. . 

5. 20. Sur un oscillateur amorti (pulsation. propre O9: frottement 


er = —9\mx) agit une force imposée F (é). 

-a) Trouver le travail: moyen 4 développé par'cette force pour 
des: oscillations permanentes au .cas où (ft) = f, cos œt. + 
+ f, cos 2ot. 


b) Même question pour F(i) — ÿ aneinot, An = a. 
nN = — 00 
c) Trouver. le travail moyen développé durant un long laps de 
temps par la force F (t) = f, cos ot + f, cos @,t pour des oscil- 
lations permanentes. 


C0 


d) Trouver le travail total de la force F(t) = | Ÿ (o) etot do, 
d(— w)—=w#*(o) si l’oscillateur, pour £—> — oo, était au repos. 

5.21. Un oscillateur harmonique se trouve dans le champ d'une 
onde progressive qui agit sur lui avec une force F (x, t) = f (t — x/V}), 
où x est l’écartement de l’oscillateur de la position d'équilibre, V la 
vitesse de l'onde. En posant x nent petit, trouver la rela- 
tion liant” l'énergie AE. transmise -à l’oscillateur ‘et l'impulsion 


Ap= | F(e(, dd, 


en se limitant à l’approximation quadratique en } et en posant 
f (Ho) = 0. 
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S 6. Petites oscillations de systèmes à plusieurs degrés 
de liberté 


Dans les problèmes 6.1-6.21,. en recourant à des méthodes générales, on a 
étudié les oscillations libres et forcées des systèmes relativement simples (à deux 
et trois degrés de liberté). Dans les problèmes 6.18-6.21 on étudie les systèmes à 
pulsations propres dégénérées. 

Pour aborder l'étude de systèmes plus complexes, il est utile de profiter de 
l’orthogonalité des oscillations propres ainsi que de la symétrie du système. Les 
théorèmes correspondants sont données aux problèmes 6.22 et 6.39, tandis que 
leur application est illustrée, par exemple, dans les problèmes 6.26-6.33 et 
6.40-6.45, 6.47, ainsi que dans les problèmes. sur les vibrations des molécules 
6.46, 6.48-6.52. 

L'influence d’une petite modification du système sur son mouvement peut 
être étudiée à l’aide de la méthode d’approximations successives, c’est-à-dire de 
la théorie des perturbations. La forme générale de la théorie des perturbations, 

our le cas de petites oscillations, est traitée dans le problème 6.34, tandis que 
es éxemples concrets sont abordés dans les problèmes 6.35, 6.37, 6.41, 6.42, 
6.50b. Il est utile de noter que, de façon analogue, se construit la théorie des 
perturbations en mécanique quantique. © | . 

Dans les problèmes 6.36-6.38 on étudie les oscillations des systèmes dans 
RSR agissent ‘des forces « gyroscopiques » (voir de même les problèmes 

.24-9,27), | 


6.1. Rechercher les oscillations libres du système représenté 
sur la figure 19 au cours desquelles les particules se déplacent dans 


dy 


ÊÜ 


k 
m 
K 

m 


SG 


Fig. 19 Fig. 20 


le sens vertical. Trouver les coordonnées normales et exprimer au 
moyen de ces dernières la fonction de Lagrange. | 
© 6.2. Rechercher les oscillations permanentes du système décrit 
au problème précédent au cas où le point de suspension se déplace 
suivant la verticale en se conformant à la loi a (t), où 

8) a (f) — a cos vi, | 


b) a (#) =a(+-—n) pour nt <K é (nr + 1)7r. 


6.3. Rechercher les petites oscillations libres d'un double pén- 
dule plat (fig. 20). | HE 
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X 6.4. Rechercher les oscillations libres du système dont la fonc- 
tion de Lagrange 
L— DUR oo 
TMD CCD CE 
Quel est l’aspect de la trajectoire du point en coordonnées car- 
tésiennes (x, y)? 
X 6.5. Rechercher les oscillations naturelles du système dont la 
fonction de Lagrange est: 


22 y2 22 212 _ 
# a) Li — SE CLOR Laxy ; 


2 12 .… 2 LD y2 
x D Le ME EME + pry— EE, 
#& 6.6. Rechercher les oscillations naturelles dans les systèmes. de 
circuits couplés : a) fig. 21, a; b) fig. 21, b. 
x 6.7. Rechercher les oscillations naturelles d’un système de par- 
ticules réunies par des ressorts (fig. 22). Les particules ne peuvent 


7 L 7 L} 
; [TL HE À - 
. b) 


a) 
Fig. 21 


AZ B 
Ki mm kmMmk 


Fig. 22 


47 \ EE 
Kk mk,mk 


Fig. 23 


se mouvoir que le long de la droite AB. Trouver les oscillations 

libres du système. | | 

& 6.8. Rechercher les oscillations libres du système (fig. 23) pour 

le cas où au moment initial: L 
a) une des particules est animée de la vitesse v, la vitesse de 

l’autre particule et l’écartement des deux particules de la-position 

d'équilibre étant nuls; 
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b) l’une des particules s’écarte de la position d'équilibre de læ 
distance a, tandis que l'écartement de l’autre particule et les vitesses 
des deux particules sont nuls. 

Les particules ne peuvent se déplacer que le long de la droite AB. 

6.9. Déterminer le flux d'énergie émanant d’une des particules 
et se dirigeant vers l’autre en se servant des conditions du problème 
précédent. 

6.10. Rechercher les oscillations libres du système (fig. 23) si 
chacune des particules est soumise à une force de frottement pro- 
portionnelle à sa vitesse. 

6.11. Trouver les petites oscillations libres d’un pendule double 
fig. 24) au cas où, à l’origine, le pendule du haut occupe une posi- 


À. 
k k 
/ 7 
k K 
A7? »° 
b) 


Fig. 24 Fig. 25 


tion verticale, tandis que celui du bas s’en écarte de l’angle f € 1, 
leurs vitesses étant nulles. Les masses des pendules sont Â et m, 
avec, M 5 m. 

6.12. Rechercher les oscillations permanentes du système (voir 
fig. 23) pour le cas où le point À auquel est fixé le bout gauché du 
ressort se déplace suivant la loi à cos yt en direction de la droite AB. 

6.13. Rechercher les oscillations. permanentes d'un système de 
deux particules sur un anneau *) (fig. 25, a) si le point À sé meut 
sur l’anneau en suivant la loi a cos yt. Étudier la dépendance des 
amplitudes d’oscillations de la pulsation de la force imposée. 

6.14. Trois particules de masse m chacune sont reliées par des 
ressorts et peuvent se mouvoir sur un anneau (fig. 25,b). Trouver 
les oscillations permanentes du système pour le cas où le point À 
se déplace sur l’anneau suivant la loi a cos vt. 

6.15. Rechercher les oscillations permanentes du système repré- 
senté sur la figure 23 pour le cas où le point À se déplace en suivant 
la loi a cos yt. Les particules sont sollicitées par la force de frotte- 
ment proportionnelle à la vitesse. 


*) Dans ce problème ainsi que dans les problèmes analogues l'anneau est 
supposé lisse et au repos. 
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6.16. Rechercher le mouvement du système de la figure 22 si, 
à l’instant initial, les particules étaient au repos en position d’équi- 
libre, au cas où le point À se déplace suivant la loi a cos yt. Les 
masses des particules sont les mêmes (m, = m, = m). 

6.17. Rechercher les oscillations permanentes d’une particule 
(fig. 26) soumise à l’action d’un champ oscillant uniforme U (r) — 
— —F (t) r, où le vecteur F () se trouve dans le plan du dessin, 
pour les cas 

a) F (4) = F, cos yt, 

b) F'(£) tourne avec la pulsation y en restant constant en grandeur. 

x 6.18. Rechercher les oscillations de trois particules identiques 


D 
Fig. 26 Fig. 27 


reliées par des ressorts semblables et pouvant se mouvoir sur un 
anneau (fig. 27). 
Déterminer les coordonnées normales réduisant la fonction de 
Lagrange à une somme de carrés. 
6.19. Rechercher les ‘oscillations libres du système étudié dans 
le problème précédent pour le cas où, à l’instant initial, l’une des 
particules S. ‘écarte de Ja position d’ équilibre. Les vitesses initiales 
sont nulles. 
6.20. Rechercher les oscillations naturelles d’un système com- 
osé. de trois particules pouvant se déplacer sur un anneau (fig. 28). 
: 6.21. Trouver les. coordonnées normales d’un système à quatre 
po situées sur un anneau (fig. 29). 
6.22. Les oscillations naturelles du système décrit par la fonc- 
de Lagrange 


_ ae 
=> (mir — — k; ja) ‘j 


prennent la forme 
«): l CHAT T 
a ) (£) — Aÿ cos (ot + Pi). 
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. 
cm ..— ne 7 en DA mens 


Démontrer que les.amplitudes correspondant aux oscillations de 
pulsations ©, et wo, satisfont aux relations 


D Am 4 = 2 AŸkuA == 0: 
17: 
6.23. Au système décrit par la fonction de Lagrange 
À CE 
— TZ D (mijtit)—k;;x;x;) 
i,3 
est imposée une liaison linéaire 
2 dti — 0, a; = Const, 
? 


Les pulsations propres du système sans liaison étant différentes 
Q, LG, L...<Qy, démontrer que toutes les pulsations du 


LL 
"L 
k 3x k Kk 
m mn 
fx LL 
Fig. 28 Fig. 29 


système avec liaison w, se disposent dans les intervalles entre Q,: 
QD ee KO KO we 
6.24. Les oscillations permanentes du système décrit par la 
fonction de Lagrange 


1 va 
L= D > (mijtity—kijtit)) + > Lif COS YÉ 
47 i 
peuvent être représentées sous la forme zx;(t) — > 1 AŸ cos vt 


(Pour quelle raison?) (les notations sont celles du problème 6.22). - 


Exprimer les coefficients A en fonction de f; et A’. 
Étudier la dépendance de A de y. 
Montrer que si pour la s-ième oscillation naturelle 2 f AS = 


=0, M0, 


6. 25. Un système de particules réunies par des ressorts est sus- 
ceptible d'effectuer des petites oscillations. A l’une d'elles, à savoir, 
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à la particule À, suivant la direction x, est appliquée la force F = 
= F, cos yt, tandis qu'une autre particule, la particule B, effectue 
des oscillations permanentes dont la projection de l’écartement sur 
la direction x’ prend la forme zp = C cos yt. 

Montrer que l’action de la force F sur la particule B suivant 
l'axe x’ engendre des oscillations de la particule À pour lesquelles 
za = C cos yt (théorème de réciprocité). 

NM 6.26. Rechercher les oscillations naturelles d’un système de 
particules pouvant se déplacer sur un anneau (fig. 30). 


Fig. 30 Fig. 31 


6.27. Rechercher les oscillations naturelles d’un système de 
quatre particules sur un anneau (fig. 31). 

6.28. a). Trouver les oscillations naturelles du système repré- 
senté sur la figure 32. Toutes les particules et tous les ressorts sont 
les mêmes. La tension des ressorts en position d'équilibre est f — ki, 
jù L est la distance d'équilibre entre les particules. 

Conseil. Certaines des oscillations naturelles sont évidentes. La 
détermination des autres peut être simplifiée en recourant aux rela- 
tions du problème 6.22. 

b) Trouver les oscillations naturelles du système de quatre par- 

ticules identiques représentées sur la figure 32 (la cinquième par- 
ticule manque, les ressorts étant réunis en ce point). Les coefficients 
de rigidité et de tension sont les mêmes pour tous les ressorts. 
—- 6.29. Trois particules de masses différentes m, (i = 1, 2, 3) 
se déplacent sur un anneau (fig. 33). Pour quelles valeurs des coef- 
ficients de rigidité des ressorts #; observera-t-on dans le système 
la dégénérescence des pulsations? | 

6.30. Lesquelles des oscillations naturelles du système de la 
figure 27 varient très peu pour une petite modification du système 
consistant : 

a) en une variation de la rigidité du ressort 1-2 d’une petite 
quantité Ôk; 

b) en l’adjonction à la particule 3 d’une petite surcharge ôm ; 
3—0734 
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c) en l’adjonction à la particule { d’une surcharge ôm, et à la 
particule Z d’une surcharge ôm.? 

6.31. Pour a et b du problème précédent, décrire les oscillations 
libres au cas où, à l'instant initial, les particules Z et 3 sont déplacées 
l’une à l’encontre de l’autre d’une même distance. Les vitesses 
initiales des particules sont nulles. 

6.32. Le système de la figure 29 présente des pulsations dégéné- 
rées, aussi ses oscillations naturelles ne se définissent-elles pas de 


1774 
À #2 
72 3 
# 
Fig. 32 Fig. 33 


façon univoque. Même une petite variation des masses des particules 
ou de la rigidité des ressorts peut aboutir à la levée de la dégénéres- 
cence. 

Trouver les oscillations naturelles du système de la figure 29, 
qui soient proches des oscillations naturelles du système obtenu si 
{ a) on ajoute à la première et à la deuxième particule des sur- 
charges identiques; 

b) on modifie de la même façon la rigidité des ressorts 1-2 et 5-4 ; 
« ©) on ajoute une surcharge à la première particule. 

© 6.33. Les particules Z et 3 du système décrit dans le problème 
6.32,b sont, à l'instant initial, écartées de la position d'équilibre 
d’une même distance à l'encontre l’une de l’autre; les vitesses ini- 
tiales de toutes les particules sont nulles. Décrire les oscillations 
libres du système. 
& 6.34 Déterminer comment varient les pulsations propres du 
système décrit par la fonction de Lagrange 


4 _ efte 
Li TS bi (mijtix;—hk;;tix;) 
À, À 


au Cas de son insensible modification : 


| CE 
ÔL, — TS. > (Ôm;;tix ; — Ôk;;x;x ;). 
î, 
Toutes les pulsations propres du système étalon ne sont pas dégé- 
nérées. 
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«6.35. Rechercher la variation des pulsations propres du système 
de la figure 31, si à la première particule est adjointe une petite 
surcharge ôm, de sorte que € — Ôôm/m < 1. 

6.36. Déterminer les oscillations libres d’un oscillateur aniso- 
trope chargé d'énergie potentielle U (r)= + (oix? + @5y? + 57°) 
dans un champ magnétique uniforme Y parallèle à l’axe z. Étudier, 
en particulier, en détail les cas limites: 

a) [og|< lo —o |, b}|og|> @:, 2, 

Do = 0 > | ol N 

(ici og = ed mc). 


6.37. Déterminer les oscillations libres d'un oscillateur anisotrope 


harmonique d'énergie potentielle U (+) = (ox? +o ?y? + 22?) 


LS 


Fig. 34 


dans un faible champ magnétique YK — ($., 0, ,), en assimilant 
l’action du champ magnétique à une petite perturbation. 

6.38. Un pendule simple est introduit dans un circuit électrique 
‘fig. 34). Perpendiculairement au plan du dessin est appliqué un 
champ magnétique uniforme constant . Trouver les oscillations 
naturelles du système. 

6.39. Un système oscillant aux petits mouvements (et, partant, 


sa fonction de Lagrange L(x, x)) ne modifie pas sa forme avec le 
changement 


ti DS; Ti D St; : d, ÿ ES D DL Ses IN, 
J J 
les coeïficients constants S';; — S;;, satislaisant à la condition *) 
> Si 8 = One 
J 


Démontrer que: 


*) Cette condition implique qu'après une double transformation du système 
ce dernier revient à l’état initial. C’est le cas, par exemple, des réflexions sur 
un plan de symétrie du système ou des rotations de 180° autour de l’axe de 
symétrie. 


3* 


36 PROBLÈMES 


a) si l’oscillation naturelle zx; — À; cos (@t + @) n'est pas 
dégénérée, les amplitudes À; sont symétriques ou antisymétriques 
vis-à-vis de la transformation concernée, c’est-à-dire qu’on a 


soit D S;;A;= + A3, soit Di S;;4;= —À;; 
j j 


b) si les pulsations sont dégénérées, on peut alors choisir entre 
les oscillations naturelles symétriques ou antisymétriques ; 
c) si le système est sollicité par une force extérieure symétrique 
(ou antisymétrique) par rapport à la transformation concernée, les 
oscillations naturelles antisymétriques (sy- 
_ métriques) ne sont alors pas amorcées. (C’est 
un exemple d'application de règles de sé- 
lection.) 

6.40. En s’appuyant sur des considéra- 
tions de symétrie, trouver les oscillations 
naturelles du système de la figure 35. 

6.41. Décrire les oscillations libres du 
système (voir fig. 32), si, à l’instant initial, 
les particules Z et 4 sont déplacées l'une à 
l'encontre de l’autre à la même distance 

Fig. 35 dans la direction horizontale, les vitesses 
initiales de toutes les particules étant nul- 
les. La tension des ressorts f = kl, ; l — 1, € I, où l'est la distance 
d'équilibre entre les particules (comparer avec le problème 6.31). 
6.42. Rechercher les correc- B 
tions à apporter aux pulsations OT NL 
des oscillations naturelles d’un 
système de quatre particules k 
sur un anneau (fig. 29) au cas 
de petites variations des mas- , ; 
ses de ôm, pour la première et ; DRE 
de ôm, pour la deuxième par- 4° 


ticule. | 1 
6.43. En s'appuyant sur des Z | 


considérations de symétrie, dé- 4 
terminer les vecteurs des oscil- # 
lations naturelles d’un systè- 
me de particules (fig. 36). 7 
Toutes les masses des particu- B 
les et tous les ressorts sont Fig. 36 
identiques. 

6.44. Rechercher les oscillations naturelles d’un système à huit 
masses réunies par des ressorts à un cadre fixe (fig. 37). Les rigidités 
k, les tensions f et les longueurs / de tous les ressorts sont les mêmes. 
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6.45. Le cadre représenté à la figure 37 oscille dans la direc- 
tion AA suivant la loi a cos yt. Pour quelles valeurs de la pulsation y 
l'intensification des oscillations est-elle possible? 

6.46. Rechercher. les oscillations naturelles de la molécule li- 
néaire symétrique d'acétylène C.H, (fig. 38) en admettant que l’éner- 
gie potentielle de la molécule est 
fonction de la distance entre les 
atomes adjacents ainsi que des 
angles HCC. 

6.47. Deux particules identi- 
ques sont réunies par. des ressorts 
à un cadre fixe (fig. 39). Le sys- 
tème est symétrique par rapport à 
l'axe CF. Quelle information 
peut-on obtenir sur les oscillations 
naturelles en ignorant les rigidi- 
tés et les tensions des ressorts? 

6.48. Classer les oscillations 
propres de la molécule d’éthylène 
CH, suivant leurs symétries par rapport aux axes AB et CD 
(fig. 40). En position d'équilibre, tous les atomes de la molécule se 
disposent dans un même plan. 

6.49, Rechercher les oscillations naturelles d’une molécule pré- 
sentant la forme d’un triangle équilatéral. Posons que l'énergie 


Fig. 38 


potentielle ne dépend que des distances interatomiques (tous les 
atomes sont identiques). Le moment, à la précision des petits du 
premier ordre inclus en amplitude d’oscillations près, est égal à zéro. 


Fig. 39 Fig. 40 


__ 6.50. Une molécule du type AB, est de forme d’un triangle 
équilatéral au centre duquel se place l’atome A, tandis que les som- 
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mets portent les atomes B (telle est, en particulier, la molécule du 
chlorure de bore BCI:). 

a) En s'appuyant sur des considérations de symétrie, déterminer 
la multiplicité de la dégénérescence des pulsations propres de la 
molécule. 

b) Déterminer comment varient les pulsations des oscillations 
ne modifiant pas la forme de triangle équilatéral de la molécule, 
de même que des oscillations faisant sortir les atomes du plan, 
si l’un des atomes B (de masse m) est remplacé par son isotope de 
masse très proche (m + ôm). La masse de l’atome À est m4. 

6.51. En s'appuyant sur des considérations de symétrie, déter- 
miner la multiplicité de la dégénérescence de différentes pulsations 
propres de la « molécule » composée de quatre « atomes » identiques 
et possédant dans la position d'équilibre la forme d’un tétraèdre 
régulier. 

6.52. La molécule du méthane CH, a la forme d'un tétraèdre 
régulier aux sommets duquel se placent les atomes d'hydrogène, 
tandis qu’en son centre est situé l’atome de carbone. 

a) Déterminer les multiplicités de la dégénérescence des pul- 
sations propres de la molécule. 

b) Sur combien de pulsations propres observe-t-on une excitation 
de résonance d'’oscillations propres de la molécule CH, si cette der- 
nière est soumise à l’action d’un champ électrique oscillant uni- 
forme? (Il s’agit en fait d’ondes électromagnétiques du domaine 
infrarouge dont la longueur est de plusieurs ordres supérieure aux 
dimensions de la molécule.) On tiendra compte de ce que les atomes 
d'hydrogène et de carbone possèdent des charges de signes opposés. 

Quelle est la relation liant l'amplitude des oscillations de l'atome 
de carbone à l'orientation de la molécule par rapport au champ élec- 
trique? 


$ 7. Oscillations de chaînes linéaires 


Les chaînes de particules examinées dans les problèmes de ce paragraphe 
sont réunies par des ressorts et constituent les modèles les plus simples utilisés 
dans la théorie du corps solide (voir, par exemple, [18]). L’analogie électrique 
de ces chaînes est constituée par les lignes fantômes de la radiotechnique (voir, 
par exemple, [16]). 


* 7.1. Déterminer les oscillations naturelles du système à NV par- 
ticules identiques de masse m réunies par des ressorts identiques de 
rigidité 4 et pouvant se déplacer sur une droite (fig. 41). 

Conseil. Il est commode de rechercher les oscillations naturelles 
en forme de superposition d'ondes progressives. 

+: 7.2. Même question pour le système (fig. 42) dont l’une des 

extrémités est libre. 

7.3. Rechercher les oscillations libres de V particules réunies 
par des ressorts et pouvant se déplacer sur un anneau (fig. 43). Les 
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masses ‘des particules et les rigidités des ressorts sont partout les 
mêmes. Assimilons le mouvement à une onde progressive lancée 
sur l'anneau. Vérifier que le flux d'énergie est égal au produit de la 
densité linéaire par la vitesse de groupe. 


ANNE pbs NASA 
Fig. 41 Fig. 42 


7.4. Déterminer les oscillations libres d’un système de particules 
susceptibles de se mouvoir sur une droite: 

a) 2N particules de masses m et M sont réunies par des ressorts 
identiques de ‘rigidité k (fig. 44); 


Fig. 43 Fig. 44 
} KO K k K NAN E : À K k MAN Ë 
Fig. 45 Fig. 46 


b) 2N particules de masses m sont réunies par des ressorts de 
rigidité k et Æ (fig. 4); 

c) 2N + 1 particules de masses m sont réunies par des ressorts 
de rigidité k et K (fig. 46). 

Voir conseil donné au problème 7.1. 

7.5. a) Rechercher les oscillations permanentes du système décrit 
dans le problème 7.1, si le point À suit dans son mouvement Îla loi 
a cos yt (fig. 41). 

b) Même question pour le système de la figure 42. 

7.6. Même question pour le système de la figure 44. 

€7.7. Rechercher les oscillations naturelles d’un système de par- 
ticules pouvant se déplacer suivant une droite et réunies par des 
ressorts pour les cas: 

am, =Èmz£mn, i—=1Â,2,..., N — 1, les rigidités des res- 
sorts étant les mêmes (fig. 47); étudier les cas de my, > m et de 
Mn EM; 
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b) k: hdi t = tl.2, , N, toutes les particules sont 
les rene (fig. 48); étudier Les cas ‘de kva S ket de 4x k. 

7.87 a) N pendules sont réunis par des ressorts et ne peuvent se 
déplacer que dans le plan vertical passant par la ligne horizontale 


Fig. 47 Fig. 48 


de suspension (fig. 49). Trouver les oscillations naturelles du système 
quand tous les pendules et tous les ressorts sont identiques, la lon- 
gueur du ressort en position d'équilibre étant égale à la distance 
séparant les points de suspension des pendules voisins. 


Fig. 50 


b) 2N pendules identiques sont réunis par des ressorts identiques 
et ne peuvent se mouvoir que dans les plans verticaux perpendiculai- 
res au cercle décrit par le point de suspension (fig. 50). La distance 
séparant deux points de suspension voisins vaut a. La longueur de 


Fig. 51 


chaque ressort non tendu vaut b. Etudier comment dépend la per- 
manence de petites oscillations au voisinage de la verticale de la 
valeur du paramètre b — a.-Le rayon du cercle de la ligne de sus- 
pension À doit être pris suffisamment grand pour qu’on puisse 
négliger les petites grandeurs //R, a/R, b/R. 

i7.9.1a) À un bout de la ligne fantôme de la figure 51 est connectée 
une source de tension alternative U cos yt. Quelle résistance agglo- 
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méréé Z (y) doit-on raccorder à l’autre bout de la ligne pour que les 
oscillations y engendrent une onde progressive, autrement dit pour 
que la tension sur chacun des condensateurs ne soit déphasée de 
celle du condensateur voisin que d’une façon déterminée? | 
# b) Même question pour la ligne fantôme de la fig. 52. 

7.10. Une tige rigide peut être assimilée au cas limite d’un sys- 
tème de V particules (voir fig. 41) à condition que, pour W — ©, 


y À? à 7 
PAPE: LLL 
Fig. 52 


a — 0, en outre Nm — const et Na = const, où m est la masse de 
la particule, z la distance entre les particules voisines en position 
d'équilibre. Établir les équations des vibrations de la tige comme 
limite des équations de mouvement d’un système discontinu. 
Conseil. Introduire la coordonnée du point de la tige £ = na, 
ainsi que.les grandeurs obtenues en passant à la limite a — 0 


(8, t)= lim x, (t), 


KZ2 Tn (t)—Zn-1 (t) 


GE = lim 


7.11. Établir l’équation des vibrations de la tige du problème 
précédent en tenant compte de la première correction qui ne disparaît 
pas et est impliquée par la finitude de la distance a entre les parti- 
culés voisines. 


$ 8. Oscillations non linéaires 


8.1. Déterminer la distorsion de l’oscillation harmonique d’un 
oscillateur, engendrée par l’adjonction de corrections anharmoniques 
à l'énergie potentielle : 


a) OU (r)= UE ; 


b) SU (x) = 7. 


8.2. Déterminer la distorsion de l’oscillation harmonique d’un 
oscillateur, engendrée par une correction anharmonique apportée 
à l'énergie cinétique 


_ myxr? 
TT = —. 
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8.3. Rechercher les corrections anharmoniques aux oscillations 
d'un pendule dont le point de suspension décrit un cercle (fig. 15). 
8.4, Rechercher les oscillations d’un oscillateur soumis à l’ac- 


tion de la force f, cos w,t + f, cos w&,t, compte tenu de la correction 
max 


3 
8.5. Le pendule se compose d’une masselotte de masse m fixée 
à un ressort de rigidité £. La longueur du ressort non tendu est /,. 
Trouver les corrections anharmoni- 
ques aux oscillations du pendule. 
Se servir des coordonnées .car- 
tésiennes de l’écartement de la mas- 
selotte de la position d'équilibre. 
8.6. Trouver l'amplitude des 
4 oscillations permanentes d’un oscil- 
lateur anharmonique 


anharmonique ÔUÙ (x) — 


gs + Le + x + Br = f cos wt 


a) dans la zone de résonance | © — @, | & &; 

b) dans la zone de résonance sur la triple pulsation de la force 
imposée | 36 — &o | € 0. 

8.7. a) Déterminer l’amplitude et la phase de l’osillation per- 
manente d’un oscillateur au cas d’une résonance paramétrique 


x + 2x + ©? (1 + k cos Lot) x + Bat = 0 
BEL, lo — 01€ 0 Br? € u!). 


b) Déterminer l’amplitude du troisième harmonique d’une oscil- 
lation permanente. 
8.8. Déterminer l'oscillation de l’oscillateur 


z + oo (1 Lhcos 20z =0 (R«1, |o — &, | € w)) 


a) dans le domaine d'’instabilité relativement à la résonance 
paramétrique ; 

b) au voisinage du domaine d’instabilité. | 

8.9. La pulsation de l’oscillateur harmonique © (f) varie sui- 
vant la loi représentée sur la figure 53. Trouver les domaines d'’in- 
stabilité relativement à la résonance paramétrique. 

8.10. Déterminer comment varient dans le temps les amplitudes 
des oscillateurs faiblement liés dont la fonction de Lagrange est 


Le (24 or? — Aoy? + 2ax?y). 


8.11. Rechercher la fréquence des petites oscillations libres d’un 
pendule dont le point de suspension effectue des oscillations verti- 


cales de grandes pulsations y (y > V g/l). 
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8.12. Déterminer l'énergie potentielle efficace : 
a) d’une particule de masse m située dans le champ 


œ œ 
[r — à cos ot| |r + a cos wf| 


U (r)= (> a); 


b) d’un oscillateur situé dans le champ 


ar cos wo 
U (r) = 24 ue 8 

8.13. Déterminer le mouvement d’une particule rapide pénétrant 
dans le champ ÜU — A (x? — y?) sin kz sous un petit angle par rap- 
port à l'axe z (KE 5 À). 

8.14. Déterminer la vitesse de déplacement du centre de l’orbite 
d’une particule chargée dans un champ magnétique faiblement 
inhomogène. %, = de, — 0, GB, — (x) avec 

_ €" (x) 


Et! €, r 


___. muc 
_ eëe (x) ? 


où r est le rayon de l'orbite. 

8.15. Le problème se ramène à un modèle mécanique de tran- 
sitions de phases de second ordre. 

Une bille en fer de masse m peut osciller suivant l'axe y sur un 
ressort dont l'énergie potentielle est de la forme UÙ (y) = —Cy? + 
+ By* *). À l’aide d’un électro-aimant, on amorce des oscillations 
de la bille, qui suivent la loi y, cos yt, y étant beaucoup supérieure 
à la pulsation de ses oscillations propres **). 

Trouver la pulsation des petites oscillations propres de la bille 
en fonction du paramètre 7 = y. 


$ 9. Mouvement du solide. Référentiels non galiléens 


9.1. Aux sommets d'un carré de côté 2a sont placées les masses 
m et M (fig. 54, a). Trouver les composantes du tenseur d'inertie 
par rapport: 

a) aux axes x, y, 2; 

b) aux axes x’, y', coïncidant avec les diagonales du carré, et 
par rapport à Z. 


*) Telle est, par exemple, l'énergie potentielle du système représenté sur la 
figure 13 au cas où la bille n’est susceptible de se mouvoir que dans la direction 
de l’axe y, perpendiculaire à la ligne AB, la longueur du ressort non tendu 4, 
étant supérieure à !. Dans ce cas pour [y <!,ona 


C=k(l— Di, B=klÿ/Al. 
**) Avec l’action d’une force de haute fréquence f (t) = —(y97?/m) cos ÿt 


à la limite : ÿ — oo, l'amplitude des oscillations forcées tend vers 7,, les cor- 
rections à l’amplitude et les harmoniques supérieurs étant de petitesse +y"2. 
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9.2. Trouver les axes d'inertie principaux et les moments d’iner- 
tie principaux des systèmes suivants: 

a) les masses m et M sont situées aux sommets d’un rectangle de 
côtés 2a et 2b (fig. 94, b); 


DK 


/ 
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Fig. 54 


D 


Kb) les masses m et 2m sont disposées aux sommets d’un triangle 
rectangle dont les côtés de l’angle droit sont 2a et 4a (fig. 54, c). 
9.3. Exprimer le moment d'inertie 7, relativement à l’axe parallèle 

au vecteur unité n et passant par le centre d'inertie du corps, en fonc- 


Fig. 55 


tion des composantes du tenseur d'inertie. 
9.4. Trouver les moments d'inertie prin- 
cipaux d’une sphère de rayon À présentant 
à l’intérieur une cavité en forme de sphère 
de rayon r (fig. 90). mn” 
9.5. Exprimer les composantes du tenseur 
du moment quadripolaire des masses 


Dr = | (3Titr —r?0;p) p dV 


(pe étant la densité) en fonction des compo- 
santes du tenseur d'inertie J,,. 


9.6. Chercher la pulsation des petites oscillations d'une sphère 
homogène placée sur une surface horizontale lisse dans le champ de 


gravité. 


9.7. Une petite haltère constituée d’une paire de billes identi- 
ques en contact percute une troisième bille semblable. Sa vitesse V 
est perpendiculaire à la ligne des centres de l’haltère et est dirigée 


$ 9. MOUVEMENT DU SOLIDE 45 


vers le centre d’une des billes. Trouver la vitesse de la bille et de 
l'haltère après le choc. Le choc est élastique. 

9.8. Quelle sera la durée du jour quand il s’égalisera (aux dépens 
de l’action des marées) avec le mois (c'est-à-dire que la période de 
révolution de la Terre autour de son axe deviendra égale à celle de 
la révolution de la Lune autour de la Terre). Admettre, pour sim- 
plifier, que l’axe de rotation de la Terre est perpendiculaire au 
plan dés orbites de la Terre et de la Lune. Pour des estimations numé- 
riques, poser que la Terre est une sphère homogène de rayon a — 
—6,4 mille km et de masse M qui est 81 fois plus grande que celle 
de la Lune m ; la distance de la Terre à la Lune est À — 380 mille km. 

9.9. Deux sphères homogènes identiques en rotation à des mêmes 
vitesses angulaires © se rapprochent lentement l’une de l’autre et 


Fig. 56 Fig. 57 


entrent en contact, de façon rigide. Déterminer le mouvement du 
corps ainsi formé. Trouver la partie de l'énergie cinétique initiale 
qui se transforme en chaleur. Avant la jonction, les vitesses angu- 
laires des sphères se dirigeaient : | 

a) perpendiculairement à la ligne des centres et parallèlement 
l’une à l’autre: 

b) l’une suivant la ligne des centres et l’autre, perpendiculaire- 
ment. | 

9.10. Une sphère homogène de rayon r et de masse m roule sans 
glisser sur un plan horizontal à la vitesse v. A l'instant où elle 
touche une autre sphère identique se trouvant au repos les sphères 
s'unissent rigidement (fig. 56). Le plan est absolument lisse (après 
union les sphères glissent librement sur lui). 

Avec quelles forces les sphères agissent sur le plan? L’accélé- 
ration de la chute libre est suffisamment grande, de sorte que les 
sphères sont constamment en contact avec le plan. 

9.11. Un ellipsoïde de révolution homogène (demi-axes a — 
= D, c) est percuté par une particule se mouvant, parallèlement 
à l'axe Oy, à la vitesse v dont les paramètres d'impact sont p,, 0: 
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(£ig. 57); après le choc la particule s'unit à l’ellipsoïde. Décrire le 
mouvement de l’ellipsoïde en posant que sa masse est beaucoup supé- 
rieure à celle? de la particule incidente. 

9.12. Un gyrocompas est un volant tournant à grande vitesse 
dont l’axe peut prendre une direction quelconque dans le plan hori- 
zontal (fig. 58). Étudier le mouvement du gyrocompas à la latitude «. 
La vitesse angulaire de la rotation de la Terre est Q. 

9.13. Une toupie s'appuyant sur un point immobile © et tour- 
nant à la vitesse angulaire Q autour de son axe (la vitesse de pré- 


Ca 


Fig." 58 Fig. 59 


cession étant supposée négligeable) touche avec le bord du disque 
le plan horizontal (fig. 59). 

Rechercher la vitesse angulaire de la toupie à l'instant où le 
patinage du disque cesse. Lors du contact avec le plan, les nutations 
pe se maniiestaient pas. 

9.14. Dans le champ d'attraction d’une masse ponctuelle M 
se meut un corps homogène de masse m présentant la foime d’un 
ellipsoïde de révolution. Trouver la fonction de Lagrange du système 
en adoptant en guise de variables les coordonnées sphériques du 
centre de gravité et les angles d’Euler. Les dimensions du corps sont 
petites devant la distance au centre du champ. 

Conseil. L'énergie potentielle du système vaut approximative- 
ment 


3 
LS SE: e 4 6? R 
V'R=mp(R)++ D Da 


où R = (X,, X,, X:) est le rayon vecteur du centre de l’ellipsoïde, 
D;, le tenseur du moment quadripolaire des masses (voir problè- 
me 9.5), o (R) = —YM/R le potentiel du champ d’attraction (ccmp. 
avec [2], $ 42). 

9.15. Déterminer la vitesse angulaire de la précession de l’axe 
terrestre impliquée’ par l'attraction du Soleil et de la Lune. L'incli- 
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paison de.l’axe terrestre par rapport au plan des orbites de la Terre 
et de la Lune est 67°. Afin de simplifier, la Terre est assimilée à un 


ellipsoïde de révolution homogène à demi-axe polaire c inférieur 
a—c { 


au demi-axe équatorial a, avec À 3GG 


9.16. Établir les équations de mouvement des projections du 
moment sur les axes de coordonnées mobiles pris suivant les axes 
d'inertie. Intégrer ces équations dans le cas de mouvement libre 
d'une toupie symétrique. 

9.17. Étudier la stabilité de la rotation d'une toupie asymétrique 
relativement aux axes d'inertie principaux en recourant aux équa- 
tions d’Euler. 

9.18. Une sphère homogène de rayon a se déplace sur la surface 
intérieure d’un cylindre vertical de rayon b sans patiner. Rechercher 
la loi de mouvement de la sphère. | 

9.19. a) Un disque plat, symétrique par rapport à son axe, roule: 
sur un plan horizontal lisse (sans frottement). Déterminer la loi 
de mouvement du disque (en intégrales). 

Étudier en détail la loi de mouvement dans les cas suivants. 

Déterminer à quelles conditions l’angle d’inclinaison du disque 
par rapport au plan demeure constant. 

Le disque roule de manière que son axe conserve une direction 
déterminée (horizontale). Déterminer pour quelle vitesse angulaire 
de rotation autour de cet axe le mouvement est permanent. 

b) Le disque roule sans patiner sur un plan horizontal. Trouver 
les équations de mouvement et répondre aux mêmes questions qu’au 
point a). 

c) Même question pour le disque qui roule sur un plan hori- 
zontal sans patiñer et sans pivoter autour de l’axe vertical *). 

d) Un disque sur un plan incliné tourne sans patiner autour de 
son diamètre perpendiculaire à ce plan. Rechercher le déplacement 
du disque au cours d’un temps prolongé. Le plan incliné forme un 
petit angle « avec l'horizontale. 

9.20. a) Rechercher en intégrales la loi de mouvement d'une 
sphère inhomogène qui se meut sans frottement sur un plan hori- 
zontal. La distribution de densité est symétrique par rapport à 
l’axe passant par le centre des masses et le centre géométrique de la 
sphère. 

Étudier l'influence de petites forces de frottement sur le mouve- 
ment de la sphère dans le cas où, en l’absence de frottement, la sphère 
se déplacerait de manière que l’angle formé par l’axe de symétrie 
et la verticale soit constant. 


*) Cela signifie que la liaison du disque avec le plan’au « point » de con- 
tact est réalisée de la sorte que l’élément de surface, à l’endroit du contact, ne 
patine pas sur le plan et ne pivote pas. On négligera les pertes en énergie dues au 
frottement de roulement. 
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b) Trouver les équations de mouvement de la sphère mentionnée 
au cas où elle roule sans patiner sur un plan horizontal. 

9.21. Rechercher les écartements vers l'Est et vers le Sud de 
la verticale d’un corps chutant librement de la hauteur À. La vitesse 
initiale du corps est nulle. 

9.22 *). Un vase rempli en partie de résine époxyde, qui durcit 
progressivement, est mis en rotation à la vitesse angulaire ©, autour 
de l'axe AB qui, de son côté, tourne à la vitesse angulaire ©, autour 


NA 


Fig. 60 Fig. 61 Fig. 62 


/ 
de l’axe CD immobile (fig. 60). Quelle est la forme acquise par la 
surface de la résine une fois celle-ci durcie? | 

9.23. Une particule se déplace dans le champ central U (r). 
Trouver l'équation de la trajectoire et la loi de mouvement dans le 
système de coordonnées en rotation uniforme à la vitesse angulaire Q 
parallèle au moment cinétique M. 

9.24. Rechercher les petites oscillations de la particule m réunie 
par des ressorts de rigidité k, et #, à un cadre tournant dans son plan 
à la vitesse angulaire @ (fig. 61). La particule peut se mouvoir dans 
le plan du cadre. 


9.25. Un paraboloïde lisse 2z — _ + pivote autour de l’axe 


vertical z avec une vitesse angulaire o. Pour quelle valeur de & 
la position inférieure de la particule se trouvant à l’intérieur du 
paraboloïde devient instable? L’accélération de la pesanteur g — 
EE (0, 0, —8). 

9.26. Un cadre avec une particule de masse m fixée à des ressorts 
(dont les longueurs sont !, les coefficients de rigidité k# et les ten- 
sions pour un Cadre au repos f) tourne à une vitesse angulaire 
autour de l’axe z décalé à la distance a du centre du cadre (fig. 62). 

Déterminer la distance d'équilibre de la particule de l'axe et 
apprécier sa stabilité. 


*) Problème de V. Kouzmine et de M. Pérelroïsène, 
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Étudier les cas suivants: 

a) la particule ne peut se mouvoir que le long des ressorts ; 

b) les déplacements de la particule peuvent être quelconques. 

9.27. Deux étoiles décrivent des cercles autour de leur centre 
des masses. Dans le référentiel, où les étoiles sont immobiles, on 
demande de trouver les points en lesquels un corps léger qui y est 
placé demeure également au repos. Étudier la stabilité de ces « po- 
sitions d'équilibre ». (Se limiter aux points ne se trouvant pas sur 
la droite joignant les étoiles.) 

9.28. Déterminer les oscillations naturelles d’une molécule 
triatomique décrite au problème 6.49 pour le cas où son moment 
cinétique M n’est pas nul. La vitesse angulaire de la molécule en 
rotation est Q € V k/m; k est ici le coefficient de rigidité de la 


liaison. Le moment cinétique est perpendiculaire au plan de la molé- 
cule. 


$ 10. Équations de Hamilton. Crochets de Poisson 


10.1. Soit une fonction de Hamilton H d’un système de parti- 
cules qui ne varie pas dans une transformation (rotation) infiniment 
petite. En déduire la loi de conservation de l’impulsion (du moment 
cinétique). 

10.2. Trouver la fonction de Hamilton d’une toupie symétrique 
tournant librement en choisissant pour coordonnées les angles d’Euler 
6, op, Y. 

10.3. Déterminer la fonction de Hamilton d'un oscillateur anhar- 
monique dont la fonction de Lagrange est 


22 e 
EE —— — ———— 3 2 
5 5 ax3 + frx?. 


10.4. Rechercher la loi de mouvement d’une particule dont la 
fonction de Hamilton est 


H (a, pe + a (+ SE). 


10.5. Trouver les équations de mouvement d’une particule 
dont la fonction de Hamilton H (p, = (rayon de lu- 
mière). 

Trouver la trajectoire si n (r) = ax. 


10.6. Trouver la fonction de Lagrange au cas où la fonction de 
Hamilton est égale à 


a) A (p, a — pa (a = const) ; 


b) H (p, r) = < 


4—0734 


n _ 
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10.7. Rechercher la loi de mouvement d’une particule chargée 
plongée dans un champ magnétique uniforme constant YX en résol- 
vant l’équation de Hamilton. Choisir le potentiel vecteur sous la 
forme 

A, = dx, A, = A, = 0. 


10.8. Étudier qualitativement le mouvement d’une particule 
chargée dans un champ magnétique inhomogène décrit par le poten- 
tiel vecteur À = (0, hzx°, O0). Confronter avec l’approximation de 
dérive. 

10.9. Montrer que le problème du mouvement de deux particules 
de charges opposées (e et —e) dans un champ magnétique uniforme 
aboutit au problème du mouvement d’une particule dans des champs 
de potentiel et magnétique donnés [30]. ° : 


Dans les problèmes 10.9-10.13 il s’agit du mouvement d'électrons dans le 
métal ou le semi-conducteur. Dans un solide, lesélectrons forment un système de 
particules interagissant entre elles et avec les ions constituant le réseau cristal- 
lin. Leur mouvement est décrit en mécanique quantique. En théorie du solide 
on arrive souvent à ramener le problème du mouvement d’un grand nombre de 
particules en interaction, composant le corps, aux problèmes de mouvement de 
particules libres isolées-(appelées quasi-particules, électrons ou trous suivant le 
signe de la charge), mais impliquant, toutefois, une dépendance complexe de 
l’énergie de l’impulsion & (p) (« loi de dispersion ») *). Dans nombre de cas il 
s'avère possible d'étudier le mouvement des quasi-particules à l’aide de la mé- 
canique classique. La fonction € (p) est une fonction périodique de période égale 
à la: période du réseau dit réciproque **). Pour le reste les dépendances de € (p} 
étudiées par la suite peuvent être considérées comme arbitraires. 


10.10. IL est bien entendu que & (p) est une fonction périodique 
de p de période égale à celle du réseau réciproque multipliée par 
2nh (par exemple, pour le réseau cubique de période a la période 
de £e (p) vaut 2rñ/a). | 

Déterminer la loi de mouvement d’un électron dans le champ 
électrique &. #] 


*) Par exemple, pour les trous dans les cristaux du germanium et du sili- 
cium 


| Le 4 : | s. - - CS Ÿ 74 
e (p}=— [4p? + V Bps+ CE (pipi + pipi + PEpi)h, 
pour lesqüels les axes de coordonnées sont choisis en accord avec la symétrie 


des cristaux, m étant la.masse de l'électron ; les constantes À, B, C prennent les 
valeurs suivantes: 


| 4: | B. |. °C 
"Ge —13,1 8,3 | 12,5 
Si —4.,0 1,1 4,1 
**) Par exemple, pour un cristal dont le réseau dans la"direction de l'axe x 


2Th 
présente une période minimale a, on a & (p,, Py, Pr) = 8 (px+ + Puy Pzh 


où À est la constante de Planck. re 
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Conseil pour les problèmes 10.11-10.13.. Dans ces problèmes il 
est commode, outre l'impulsion généralisée P, d'introduire l’ impul- 


sion cinématique p = P——A, où À est le potentiel vecteur du 


champ magnétique. 
10.11. Soit 


H (P,r)=e (P—-<A)+ep 


la fonction de Hamilton, rechercher les équations du mouvement 
(la charge de l'électron e << 0). 

10.12. a) Trouver les intégrales de mouvement d’un électron 
au sein dü solide plongé dans un champ magnétique uniforme. Quel 
est l'aspect de la « trajectoire » dans l’espace du momentum? 

b) Démontrer que la projection de la trajectoire de l’électron 
dans un champ magnétique uniforme sur un plan perpendiculaire 
à J{ s'obtient dans l’espace ordinaire à partir de la trajectoire dans 
l'espace du momentum par rotation et modification d'échelle. 

10.13. Exprimer la période de révelution de l’électron dans un 
champ magnétique uniforme au moyen de l’aire S (Æ, P&e) de la 


section de la surface e (p) = Æ dans l’espace ‘du momentum par le 


plan pg — pË - = const. 
10. 14. Calculer les crochets de Poisson : 


a) {M Ti} {Mis P3} (M, M}; 
b) {ap, br}, {aM, br}, {aM, bM}; 
c) (M, rp}  {p, r"}, ° ‘’{p, (ar)’}. 


z;, “Pr, M,'sont ici les composantes cartésiennes des vecteurs, 
a, b des vecteurs constants. 
10.15. Calculer. {4;,. A ;}, où 


RE ns 
7 (a? se pay — pi), Az = (ty + PaPy), 
(&Py—VPs) A=2+yÿ2+ pè+ pi. 


10.16. Calculer {M;, Anh {A Ai}, où À; ik = LiTR —- DiPRe 

10.17. Montrer - que {M,, ®} = 0,.où œ est. une fonction:scalaire 
quelconque de coordonnées et d’° impulsions de la particule. 

Montrer. que {M,, f} — [nf], où f est une fonction vectorielle 
de coordonnées et d’impulsions de la particule, n le vecteur unité 
en direction de l’axe z 

10.18.. Calculer les- crochets de Poisson {f, aM}, _{M, .IM}, 
où a — const, f, L les fonctions vectorielles de r, p. 


4% 
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10.19. Trouver {M:, Me}, où W:, Mz sont les projections du 
moment cinétique sur les axes €, & des coordonnées cartésiennes re- 
liées de façon rigide au solide en rotation. 

10.20. Établir les équations de mouvement de la projection M, 
(moment cinétique) sur les axes reliés au corps en rotation libre. 
La fonction de Hamilton est 

H=< 5 (1 1)a8 MaMpe 
œ, B 

10.21, Dans ce problème on étudie le modèle de résonance para- 
magnétique électronique et nucléaire (voir [18], ch. IX). La fonction 
de Hamilton d’une sphère aimantée plongée dans le champ magné- 
tique uniforme K prend la forme 


M? 


où / est le moment d'inertie, y le rapport gyromagnétique. 
= Établir les équations de mouvement du vecteur moment ciné- 
tique M, rechercher la loi de son mouvement dans les cas! 


a) gt = (0, 0, 0) ; 


b) H=(%%, cos ot, A, sin ot, Lo) et à l'instant initial M — 
EE (0, 0, M). A 

10.22. Trouver {v,, v;} pour une particule dans un champ ma- 
gnétique. 

10.23. Démontrer que la valeur de toute fonction de coordonnées 
et d’impulsions du système f (p (t), q (t)) s'exprime au moyen de 
p et g à l'instant & — O0 par la formule 


f(p(, a ()=f+UH, D+ CURE, Pt 


A 


QU 
f = f (p (0), g (0)), tandis que H = H (p (0), q (0)) 


est la fonction de Hamilton. (La série est supposée convergente.) 
Calculer, à l’aide de cette formule, p (t), q (£), p? (£), q° (t) pour: 
a) une particule dans un champ uniforme; 
b) un oscillateur. 
10.24. Démontrer les égalités 


a) {Ga qu), Da D), Pas Qu ee = SU 9}: 


0D 
b) {f (Pis Qi Pas Q2)s D(P(Pss Dis Pos 2), Ps, Qs ce) se X 
X{f, o}; 


c) {f@, 9), Pur, 9), qe, D = D Te U Pa. 
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10.25. a) Soit une fonction de Hamilton qui ne dépend des 
variables qg,, p, que par l’intermédiaire de la fonction j (g,, P1) 


H — H (f (G1».P1); Tags Das ee ON: 1 20E 


Démontrer que f (g,, p1) est l’intégrale de mouvement. 
b) Trouver les intégrales de mouvement de la particule dans le 


champ ÙU — _. (utiliser les coordonnées sphériques). 


10.26. . Il est bien entendu que pour une particule dans le champ 
— —@/r il existe une intégrale de mouvement 


A=[vM]—<—. 
a) Calculer les crochets de Poisson {4;, 4;}, {4;, M}. 
b) Dans le cas d’un mouvement fini (E<<0), calculer pour 
Va 
les vecteurs Jo (M Æ 14 


m 


SH A) les crochets de Poisson 


{Æ, J, 2}: {Ja Joj}s {J3, J'i;}; (J'ai J'i1} 


en les comparant avec les crochets de Poisson des composantes du 
moment cinétique M. Exprimer la fonction de Hamilton en fonction 
de J, et J.. 


$ 11. Transformations canoniques 


11.1. Rechercher la transformation canonique définie par la 
fonction génératrice : 


a) F(q, ©, = mo (t) g? cotg ©. 


Écrire les équations de mouvement en variables Q et P pour un 
oscillateur harmonique de pulsation © (+). 


F 2 
b) F(qgi ©, = mo [a | cotg ©. 


Écrire les équations de mouvement en variables Q et P pour un 
oscillateur harmonique sollicité par une force extérieure F (6). 

11.2. Trouver la fonction génératrice de la forme Y (p, ©), 
aboutissant à la même transformation canonique que F (q, P) — 
— qg°er. 

11.3. À quelle condition doit satisfaire la fonction © (g, P) 
pour qu'on puisse l'utiliser en guise de fonction génératrice de la 
transformation canonique? 

Étudier, en particulier, l'exemple 


® (q, P) — 9Ÿ + P*, 
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11.4 Montrer que pour un système à un degré de liberté la 
rotation dans un espace de phase (q, p) est une transformation cano- 
nique. 

11.5. Soient de petites oscillations d’un oscillateur anharmoni- 
que dont la fonction de Hamilton est 


v. 
+ DE + ox + frp? 


et ax € &°, Br € 1. Choisir les paramètres a et b de la transforma- 
tion canonique définie par la fonction D = xP + ax°P + bP3 
de manière que la nouvelle fonction de Hamilton ne contienne pas 
de termes anharmoniques à la précision des termes du premier 
ordre en «w *Q, BQ près et trouver x (t). 

11.6. Dans la transformation canonique donnée par la fonction 
génératrice ® — xP + ax°P + bxzP#, on demande de choisir les 
paramètres a et b de ue que les petites oscillations de l’oscilla- 


2 
teur anharmonique 4H — + DE ER LR SE + Pt deviennent harmoniques 


en nouvelles variables Q, P. On peut négliger les termes du second 
ordre en fw *Q? dans la nouvelle fonction de Hamilton. 
© 11.7. Montrer que la transformation 


A 


P,=—-moXsin\+P,cosA, p,=—moY sin + P,cisA 


est canonique. Trouver la nouvelle fonction de Hamilton, H° (P, Q), 
si 


Hp, q = 4m (ae y) 


(comp. avec problème 11.17). Décrire le mouvement d’un oscillateur 
bidimensionnel pour Ÿ = P, — 0. 

11.8. En se servant de la transformation du problème précédent, 
réduire la fonction de Hamilton d’un oscillateur harmonique iso- 
trope plongé dans un champ magnétique, défini par le potentiel 
vecteur A = (0, zx, 0), à la somme de carrés et trouver la loi de 
son mouvement. 

11.9. En recourant à la transformation canonique, donner la 
forme diagonale à la fonction de Hamilton d'un oscillateur aniso- 


trope chargé possédant l'énergie potentielle U (r) = + 7 (oix° + 
+ oy? + oz?) et plongé dans un champ magnétique tons cons- 
tant défini par le potentiel À = (0, S8x, 0). 

11.10. En appliquant la transformation canonique du pro- 


blème 11.7 à des paires de coordonnées normales associées aux ondes 
stationnaires du système de particules sur un anneau (voir pro- 
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blème 7.3), rechercher les coordonnées associées aux ondes progres- 
sives. 
11.11. Montrer que la transformation 


— (V2Pi sin Qi+ Pa), 


pe= M (V3P, cos Q,—Q), 
y — = (V 2P, cos Q1 + Q); 

V mo 
À 


(—V2P,sin Q, + P:) 


est canonique. Trouver les équations de Hamilton d'une particule 
dans Be ne magnétique défini par le potentiel vecteur À — 


=(- _ — y, — Li, 0) en nouvelles variables. Ici © — Ÿ 


11.12. Comen interpréter la transformation canonique définie 
par la fonction génératrice ® (q, P) = a«gP? 

11.13. Montrer que la transformation de jauge des potentiels 
d’un champ -électromagnétique est une transformation canonique 
pour des coordonnées et des impulsions des particules chargées et 
trouver la fonction génératrice correspondante. 

11.14. Comme il est connu, le passage de la fonction de La- 


grange L (g, a, t) à la fonction L' (q, q, à = L(g, g, t) + #9, 


où f (q, t) est une fonction arbitraire, ne modifie pas les io 
de Lagrange. Montrer que cette transformation est canonique, et 
trouver sa fonction génératrice. 

11.15. Rechercher la fonction génératrice ‘de la transformation 
canonique consistant dans le ‘passage de gt), p (ét) à Q (i) — 
=q{(t+r), Pt =pl(t de T); T — const pour: 

a) un mouvement non gêné; 

b) un mouvement dans un champ uniforme, U (g) = —Fg; 

c) un  oscillateur. 

11.16. Interpréter la signification des iéansfouiations canoni- 
ques définies par les fonctions génératrices : 


a) D (r, P) = rP + 6aP : 

b) D (r, P) = rP + ôq [rP]; 

c) D(a, P, 5 = qP + 6TH (q, P,t); 
d) ® (r, P) = rP + 6a (r? + P?), 


Py = 


où r sont les coordonnées cartésiennés, tandis que da, ôp, ÔT, Ôa, 
les paramètres infiniment petits. 
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11.17. Montrer que la transformation canonique définie par la 
fonction génératrice 


®D (x, y, P,, P,) = 2<P, + yP,, + e (xy + P,P,), 


où € — O0 est une rotation dans l’espace de phase. 

11.18. Indiquer les fonctions génératrices des transformations 
canoniques infiniment petites se ramenant à 

a) un mouvement hélicoïdal ; 

b) une transformation de Galilée ; 

c) un passage à un référentiel en rotation. 

11.19. [Une transformation canonique est définie par la fonction 
génératrice ® (q, P) = gP + 1W (q, P), où À —+ 0. 

On demande de trouver pour la fonction arbitraire f (g, p), à la 
précision du premier ordre de petitesse près, la variation de sa 
grandeur due au changement d’arguments 


Ôf (9, p) = f(Q, P) — jf (a, p). 


11.20. Trouver {/, rp} pour les endroits où la fonction de 
2 
Hamilton Æ (r, p) = + et en tirer sur cette base l’intégrale 


des équations de mouvement. Il est commode d'utiliser dans les 
calculs les résultats du problème précédent ainsi que! du problè- 
me 11.12. 

11.21. Rechercher la variation de la forme de dépendance de 
M, p°, pr, À (r, p, t) de r, p lors des transformations du problè- 
me 11.16. 

11.22. Montrer que le résultat de deux transformations cano- 
niques successives infiniment petites, définies par les fonctions 
génératrices 

P;(g, P)=qP+AW;(g P)}, M0, i=1,2, 


ne dépend pas de l’ordre suivi au cours de leur exécution (à la pré- 
cision du second ordre de petitesse près), au cas où 


{W; (q; P); W: (g, p)} = (0. 


11.23. Trouver la transformation canonique résultant de l'exé- 
cution successive d’un nombre infiniment grand V d'infiniment 
petites transformations canoniques définies par la fonction 


® (q, P)=4P+ À W (a P), — Const, Nc: 
a) Wir, P)=[rPla, a=const} 
b) W (x, LE Prs Py)= Ai, 


où À; est défini dans le problème 10.15. 
Conseil. Écrire et résoudre pour des W concrets les équations 
différentielles pour © (À), P (À). 
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11.24. a) Comment varient avec le temps le volume, le volume 
dans l’espace du momentum et le volume de phase occupés par un 
groupe de particules en mouvement non gêné sur l’axe x? A l’ins- 
tant initial” les coordonnées des particules sont comprises dans l’in- 
tervalle z, x << zxo + Ax,, les impulsions occupant l'intervalle 
Po <P <Po + APo- 

b) Même question pour les particules se déplaçant sur l’axe x 
entre deux murs. Les chocs avec les murs sont absolument élastiques. 
Les particules n’interagissent pas l’une avec l’autre. 

c) Même question pour un groupe d'’oscillateurs harmoniques. 

d) Même question pour un groupe d'’oscillateurs harmoniques 
avec frottement. 

e) Même question pour un groupe d'oscillateurs anharmoniques. 

f) On décrira la distribution des particules dans l’espace des 
phases à l'instant £ au moyen de la fonction de distribution 
w (x, p, t), pour laquelle le nombre de particules de coordonnées 
comprises dans l'intervalle x — x + dx et d’impulsions comprises 
dans l'intervalle p — p + dp est w (x, p, t) dx dp. On demande de 
déterminer la fonction de distribution d’un groupe de particules: 
libres et d’un groupe d’oscillateurs harmoniques au cas où à l'instant 
initial 

: 1 @—Xo) _ (p—Po) 
W(E, Pr 0) = raz exp { — 2Arg 2APè }- 
11:25. Introduisons la variable 


_ mOx+ ip eiot. 
V 2mo 
a) Trouver les crochets de Poisson {a*, a}. Exprimer en fonc- 
tion de a et a* la fonction de Hamilton d’un oscillateur harmonique 


b) Montrer que Q = a et P = ia* sont des variables canoniques. 
Trouver la nouvelle fonction de Hamilton 5 (Q, P). 

c) Trouver la moyenne de la fonction de Hamilton A’ (Q, P) 
sur la période des oscillations rapides 2x/© pour un oscillateur ayant 
reçu une adjonction anharmonique à l'énergie potentielle ÔÙU — 


1 


En utilisant la fonction de Hamilton moyenne, rechercher les 
variations lentes des variables Q et P. 

d) Étudier la loi de variation de l'amplitude d’oscillations de 
l’oscillateur sollicité par une force de résonance non linéaire 


2° 2x2 
H = — ss —— + m'o2ax cos 4ot. 
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11.26. Étudier la variation de l'amplitude d'oscillations d’un 
système de —— oscillateurs à faible liaison linéaire : 


4 = (8 ph pt) + (ot dE OM op), 


si fo, —o, — 0, |<o,, ar |« &. Examiner en détail le 


cas quand à l'instant initial |[y|& |x|l, z=0, y=2z—0. 
Se servir de la même méthode que dans le problème précédent. 
11.27. La fonction de Hamilton d'un oscillateur anharmonique 
sollicité par une action paramétrique prend la forme 


H=s HT (4 + hcos 2yt) 2 + PP . 
Introduisons les variables canoniques 


maxz ? Fa 
pe eivt, P—=ia*. 


V 2mo 


a) Trouver la nouvelle fonction de Hamilton H” (a, P,t) et 
établir sa moyenne sur la période des oscillations rapides ny. 

b) Étudier la variation de l’amplitude des oscillations dans le 
domaine de résonance. | Y — © ] < ho, hk € 1, si à l’ instant initial 
la quantité a est voisine de zéro. 

11.28. a) Vérifier que la transformation 


z=Q cos yt+ = P sin yé, 
= — moQ sin yé+ P cos yt 


est canonique. Obtenir la nouvelle fonction de Hamilton H* (Q, P, t) 
pour un oscillateur avec excitation paramétrique : 


p? es 
H = De 


({— h co- 2yt). 


b) Prendre la moyenne de H’(Q, P,t) sur la période 2x/y 
et étudier ARR emens le mouvement ‘au point sur le plan des 
phases Q, P. Poser h & 1, e = 1 — y/o € 1. 


$ 12. Équation de Hamilton-Jacobi 


12.1. Trouver la trajectoire et la loi de mouvement d’une par- 
ticule dans le champ UÜ (r) à l’aide de l'équation de Hamilton- 
Jacobi : 


a) U(r)=—Fx; 


b) U (= + 2 
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) 


12.2. Déterminer la trajectoire et la loi de mouvement d'une 
particule diffusée dans le champ U (r) = ar/r*, La trajectoire 
s’exprimera en quadratures et, au cas de Ep? 5 a, de façon analy- 
tique. La vitesse des particules avant la diffusion est dirigée dans 
le sens opposé au vecteur a. 

12.3. Rechercher la section de diffusion en de petits angles des 
particules dont la vitesse avant la diffusion est dirigée dans le sens 
opposé à l’axe z dans le champ UÙ (r): 


a) U (r) = + 


b) U (r)= DE 6 
so, 


C) U (r) = 


12.4. Rechercher la section de chute des particules au centre 
du champ U (r): 


a) U(r) =; b) Do=+e., 
b (6 
QUH=E TT; dUm-'À, 


Prendre la moyenne de la section en supposant que toutes les direc- 
tions de a sont équiprobables. 

12.5. Trouver la section de chute des particules sur une bille 
de rayon R placée au centre du champ U (r) = ar/r*. 

12.6. Déterminer la trajectoire et les lois de mouvement des 
particules diffusées et chutant au centre du champ U (r). La tra- 
jectoire doit être exprimée en quadratures et, si Ep* > a, analytique- 
ment. 

Pour le premier champ, trouver l’expression analytique de la 
trajectoire des particules chutant au centre avec Ep? € a. La vitesse 
des particules avant la diffusion est parallèle à l’axe z. 


a) U (r) = scene 


| a(i+sin 0 

b) U (r)=— _attane 

12.7. Trouver la trajectoire et la loi de mouvement de la par- 
ticule chutant au centre du champ U(r) = ar/r°. A l'infini la par- 
ticule est lancée le long de la droite y = p, x = —zig a, où p est 
le paramètre d'impact (le vecteur a est parallèle à l’axe z, les coor- 
données sphériques initiales de la particule sont r — oo, 0 = x — &, 
p —= 0). La trajectoire doit être exprimée en quadratures et, pour 


a? << 1, analytiquement. 
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12.8. a) Déterminer la trajectoire (exprimer en quadratures}) 
du mouvement fini d’une particule dans le champ U(r) — 
acos 6 

r? 


b) Même problème pour le champ U (r) — 


— + pour M,=t0. 


1e? 


+ F- 

12.9. A quelle condition la trajectoire A au problème pré- 
cédent s'avère fermée? 

12.10. Décrire qualitativement la nature du mouvement d’une 
particule et l'aspect des trajectoires dans le champ 


U =. 


12.11. Pour quelles valeurs du moment cinétique W, de la par- 
ticule le mouvement dans le champ U (r) peut devenir fini? 


b cos? 6 
à) U (= ; 
b cos? 6 œ 


Quel est dans ce cas l'aspect de la trajectoire? 

12.12. Trouver l'équation de la trajectoire et la loï de mouve- 
ment d’une particule dans le champ U (r) en coordonnées paraboli- 
ques : 


Dans le cas b) se limiter à l'étude du mouvement fini, la trajectoire 
et la loi de mouvement doivent être 

(4 exprimées en quadratures. 
12.13. A l'intérieur d’un PPApeurse 


de lisse et élastique D + 


: +5 +5 | se meut une particule 


y, Û) lancée à partir de l'origine des coor- 
données sous un angle & par rapport 
à l'axe z. Rechercher les régions de 
l’ellipsoïde inaccessibles à la particule. 


12.14. Trouver la trajectoire d'une particule (exprimer en qua- 
dratures) dans le champ de deux centres coulombiens U (r) — _ — - 
1 2 

(fig. 63) si la vitesse de la particule à l'infini est parallèle à l’axe 
O,0,z. Décrire le mouvement de la particule « chutant » sur le 


« dipôle » formé par ces centres. 


Fig. 63 
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12.15. Une courte lentille magnétique est engendrée par un champ 
défini par le potentiel vecteur À, — 5 'Ü (z), A, = A, =0 


(FL, (z) étant différent de zéro dans la région | z| a). Du point 
40, O0, z0) sur la lentille est dirigé un faisceau d'électrons voisins 
de l’axe z. Rechercher le point (0, O, z,) de la focalisation du fais- 
ceau. On admet que z,, Z > a. 

Conseil. L'intégrale de l’équation de Hamilton-Jacobi doit être 
recherchée en forme de puissances de r 


2 
S'(r, p, z, t)— — Et+ pop + f(2)+rb(2) +0 (2) + ce 
12.16. Une lentille magnétique est engendrée par un champ défini 
par le potentiel vecteur À, — sr (2), 4, = À, = 0, où ©, (2) — 


ŸC +. à 
men Du point (0, 0, z) sur la lentille est dirigé un faisceau 


d'électrons voisins de l’axe z. Trouver les points de focalisation de 
ce faisceau. 

Conseil. L'intégrale complète de l'équation de Hamilton-Jacobi 
doit être recherchée en forme de décomposition suivant r. 

12.17. De quelle manière peut être obtenue l’action comme une 
fonction de coordonnées et du temps en connaissant l'intégrale com- 
plète de l'équation de Hamilton-Jacobi? 

12.18. Formuler et démontrer le théorème de l'intégration des 
équations de mouvement en recourant à l'intégrale 
complète de l'équation 
a ( LES t) = 0; 
où À (q, p, t) est la fonction de Hamilton. (Équation 
de Hamilton-Jacobi en représentation p.) 

12.19. A l’aide de l'équation de Hamilton-Jacobi 
en représentation p trouver la trajectoire et la loi du 
mouvement de la particule dans un champ uniforme. 


$ 13. Invariants adiabatiques 


13.1. Sur un fil passé à travers l'anneau À (fig. 64) : 
est suspendue une particule de masse m. Déterminer Fig. 64 
la force moyenne sollicitant de la part du fil l’anneau 
À au cours de petites oscillations du pendule. Rechercher la varia- 
tion de l’énergie du pendule au cours d’un lent déplacement verti- 
cal de l’anneau. 

13.2. Une particule se meut dans un puits de potentiel rectan- 
gulaire de largeur /. Rechercher comment varie l’énergie de la par- 
ticule avec un lent changement de / en considérant les collisions de 
la particule avec le « mur » du: puits. 
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13.3. Une bille placée dans un ascenseur rebondit sur une plaque 
élastique. Comment varie la hauteur maximale du rebond de la 
bille au cas d’une lente accélération de l'ascenseur? Comment varie 
la hauteur dans le cas d’une lente élévation de la plaque? 

13.4. Comment varie l'énergie d’une particule dans le champ ÜU 
au cours d’un lent changement des paramètres du champ? 


a) U=A(e-2 2e); b) U=——— ; 

c) U=U, tg? ax; d) U=A]|x]|". 

Conseil. I1 peut s'avérer commode d'utiliser la formule ([1], $ 49) 
Ton. 


13.5. Une particule se meut sur un plan incliné AB (fig. 6) 
en réfléchissant élastiquement sur le mur au point A4. Trouver com- 


Fig. 65 


ment varie la hauteur maximale de l'élévation de la particule avec 
une lente modification de l’angle « 

* 13.6. Comment varie l'amplitude. de oscillations du pendule OA 
(fig. 66) situé dans un plan incliné au cours d’un Jent changement de 
l'angle œ? 

13.7. Rechercher l'invariant adiabatique d'un pendule mathé- 
matique (simple) sans supposer les oscillations petites. 


- 7? M À 6 
D career 


M JF M 
Fig. 67 Fig. 68 


13.8. Deux particules peuvent se mouvoir le long d’une droite. UA 
(fig. 67). Les particules sont des billes élastiques de petit rayon dont 
les masses sont respectivement m et M, avec m< M. Au point © 
la particule m est réfléchie sur le mur élastique. En admettant qu’à 
l'origine la vitesse de la particule légère est beaucoup plus grande 
que celle de la particule lourde, on ‘demande de déterminer la loi 
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de mouvement de la particule lourde sous l’angle de la moyenne sur 
la « période » du mouvement de la particule légère. 

13.9. Dans ce problème on examine le modèle de l'ion 7. Deux 
particules de masse M et une particule de masse m< M se trouvant 
entre les deux premières ne peuvent se mouvoir que le long de la 
droite AB (fig. 68). La particule légère est attirée par chacune des 
particules lourdes avec des forces constantes f et, après collision, 
se réfléchit élastiquement. Déterminer la fréquence des petites oscil- 
lations de la distance de l’« ion » séparant les particules lourdes (la 
moyenne étant prise sur le mouvement de la particule légère). 

13.10. Résoudre par la méthode des approximations successives 
les équations du problème 11.1,a pour P et Q au cas d’une lente 


variation de la pulsation (& & &?, 6 € 6), à la précision jusqu’au 
premier ordre en @/o°? ‘inclus près. 

En quoi réside dans ce cas l’avantage des variables P, Q devant 
P, 

13.11. Vérifier que g = w W?exp i | o dt satisfait à l'équation 


q + o°? (&) g = 0 avec la précision jusqu’au premier ordre en o/0? 
inclus près. 
13.12. L'oscillateur èst sollicité par la pie F (t). Trouver la 


dépendance de l'invariant adiabatique 7 — a Ÿ p dg du temps. 


13.13. Trouver la liaison entre le volume et F pression du « gaz » 
composé de particules se mouvant parallèlemént aux arêtes au sein 
d’un cube dont les dimensions varient lentement. 

13.14 Une particule est mobile à l’intérieur d’un parallélépipède 
élastique. Comment varie l’énergie de. la particule si: 

a) les dimensions du. parallélépipède ‘se modifient lentement, 

-b) le parallélépipède pivote lentement? 

13.15. Une particule est mobile au sein d’une sphère aux parois 
élastiques dont le rayon varie lentement. Comment varie dans ce 
cas l'énergie de la particule ainsi que l’angle sous lequel elle Percute 
la paroi? 

13.16. Comment varient l'énergie et la trajectoire de la parti- 
cule accomplissant un mouvement fini dans le champ U (r) au cours 
d'un lent changement du coeïficient y? 


a) U=—yr" ps 
b) U= SR +T 
13.17. Rechercher la variation de l'énergie d'une particule 


dans un champ central au cours d’é introduction » lente d'une petite 
adjonction au champ ÔUÙ (r). 
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13.18. Trouver la dépendance du temps de l'énergie d'un système 
de deux oscillateurs accouplés dont la fonction de Lagrange a l'aspect 


Le (+ oi — oi? + 2ary) 


dans une lente variation de w,. Comment varie la trajectoire du 
point (x, y}? 

13.19. La liaison des oscillateurs du problème précédent est 
supposée faible : & & wf, 2. Montrer que les invariants adiabatiques, 
Calculés en négligeant la liaison, se conservent au-delà du domaine 
de dégénérescence (©, = @,) et subissent un bond brusque au cours 
d'une lente traversée de ce domaine. 

13.20. Dans quelle région ©, (t) les invariants adiabatiques des 
oscillateurs se modifieront fortement quand la liaison prend la forme 
ôU = fzx°y? 

13.21. Déterminer la distance minimale à laquelle se rappro- 
chera de l’arête de l’angle dièdre « une particule réfléchie élastique- 
ment sur ses faces. À la distance / de l’arête, l’angle d'incidence 
de la particule engendré avec la face est œ. 

On demande de résoudre le problème par deux procédés: en 
recourant à la méthode des réflexions (de façon précise) et à l’aide 
de l’invariant adiabatique, dans le cas de & et , petits. 

13.22. Déterminer les limites du domaine dans lequel se’ meut 


entre deux surfaces élastiques y = 0 et y = une particule 


lancée à partir de l’origine des coordonnées sous l'angle @ par rap- 
port à l’axe y dans le plan xy (a, ® & 1), ainsi que la période d'’os- 
cillations suivant l’axe x. 

13.23. Comment se modifient le rayon et la position du centre 
de l'orbite d’une particule chargée se mouvant dans un champ ma- 
gnétique uniforme qui varie lentement en grandeur? Choisir le poten- 
tiel vecteur sous la forme 


a) A=(0, x, 0); 
b) 4=4,=0, A9=+ dre 


Expliquer pourquoi le résultat est fonction du choix de A. 

13.24. Calculer les invariants adiabatiques d’un oscillateur 
chargé plongé dans un champ magnétique uniforme. 

13.25. a) Déterminer les invariants adiabatiques d’un oscilla- 


A 


teur harmonique anisotrope chargé à énergie potentielle U (r) — 
= . (ox? + œy? + &5z?) plongé dans un champ magnétique uni- 


forme # parallèle à l'axe z. Choisir le potentiel vecteur sous la 
forme A — (0, x, 0). 
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b} Admettons qu’àau début  — 0 et que la träjectoire de l’oscil- 
lateur remplit le rectangle | x| < a, | y| < b. Quel sera son mou- 
vement si le champ magnétique augmente lentement et atteint une 
grande valeur (telle que wo = eme © @1, 2)? 

c) Le champ magnétique est supposé faible (© & ©, — œ:), 
l'oscillateur au début oscillant presque au voisinage de l’axe x. 
Quel sera son mouvement quand la grandeur &,, en diminuant lente- 
ment, atteindra la valeur ©, << w, pour laquelle og & ©, — @,? 


13.26. Une particule accomplit un mouvement fini dans le plan 
perpendiculaire au champ magnétique du dipôle m. Comment varie 
l'énergie de la particule avec un lent changement de la grandeur m? 

13.27. Rechercher la période d'’oscillations de l’électron sur 
l’axe du piège magnétique. Le champ magnétique du piège est 
symétrique par rapport à l’axe z, avec Sr—0, d,— (2), 


Br= —+ 2 (2). 
a) H,(2)=So(1+Ath2+ ); 
b) (2) = do(1++). 


13.28. Comment varieront l'énergie de l'électron et la période 
de ses oscillations suivant l’axe z au sein du piège magnétique décrit 
au problème précédent dans une lente variation des paramètres du 
champ ©», À, a? 

13.29. Rechercher la variation de l’énergie d’une particule dans 
le champ central U (r) avec un lent amorçage du champ magnétique 
uniforme 

13.30. Comme il est connu, en cas de dégénérescence du mouve- 
ment le nombre d'’intégrales univalentes de mouvement augmente. 
Indiquer les intégrales de mouvement dans le champ 


U = M (a+ Ayo). 


13.31. Rechercher les variables angulaires pour les systèmes 
suivants : 
a) un oscillateur ; 


co pour z<<0, 


Fx pour zx>0. 
13.32. Pour une particule plongée dans le champ périodique 


b) une particule dans le champ U «= | 


0 pour rna<I< (n+5) a, 
U (x) = 
V pour (n+s)a<z<(n+1)a, 
M0; Et, 2:54 
5—0734 


66. PROBLÈMES 


au Cas où ÆE >> V, effectuer la transformation canonique avec la 
fonction génératrice 


S(x, P)= V?mlE—U (x)]dx, 
0 
où Æ (P) se déduit de l'égalité 
P— | V2m[E —U (a) dr. 
0 


RÉPONSES ET SOLUTIONS 


$ 1. Intégration d'équations de mouvement des systèmes 
à un degré de liberté. 


1.1. a) D'après les valeurs initiales de x (0) et x (0) on détermine 


l'énergie de la particule £. Son:mouvement ‘subséquent s'obtient 
à partir de la loi de conservation de l'énergie 


Les +U(G)=E. (1) 


Pour Æ> 0 la particule peut se mouvoir dans le domaine x > x, 
le mouvement étant infini (E = = E’ sur la fig. 69). Pour E F <Ô 


(E = E ” la particule se meut dans le domaine x, <r< xs le 
mouvement étant fini. Les. a de rotation se déterminent à à partir 
de la formule (1) U (x;) — 


a= . In VÉUVERTE pour E > 0, 
> — 7? pour E— 0, ! . @) 
ze À 1n AFVAG—IET | | 
M8 Mn [ET REC J 


5% 
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De (1) il vient 


VF UCI IC 8) 
Soit 
2(9= 2 in #=V AA EDR GE VITE 1m +0) pour E<0, (4) 
x (t) = In [+ + Cy |] pour E —0, (5) 
59= Lin VAE VMC A pour £>0. (6) 


Les constantes C se déterminent par les valeurs initiales æ (0), par 
exemple, pour (4) avec z (0) > 0 
—1E# 1 e%0) 


C = arccos ——__— 
VA—(A—IE) 


Les points de rotation (2) s’obtiennent aussi facilement “de (4)-(6). 
a E <0 le mouvement selon (4) est périodique de période 


T= + HT Si E est voisin dè la valeur minimale de U (x), 
he à Has 0 (0) = À (oest-a-aire" que e= ST 1), 
la période T & To(1—+), To=+ CE dépendant faiblement 


de Æ. Dans ce cas on peut écrire "& ainsi : 


x (t) = — 2 m{—e)+ In [t—Vecs(i+c)|x 


Z — = cos ( 14 C). (7) 


La particule effectue alors des oscillations harmoniques près du 
point æ = O0 d'amplitude Le définie par la différence £ — Urin 


et de pulsation indépendante de l’énergie.. Un tel mouvement pour Æ 
voisin de Umin s’observe dans presque tout champ Ù (x). (Pour plus 
de détail voir $ 5.) 

Pour Æ-> 0 la particule venant de droite arrive au point de 
rotation x, (voir (2)), revient en arrière et s'éloigne à l'infini. Dans 
ces conditions sà vitesse tend avec le témps vérs V 2£/m par le haut. 
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b) x (1) = Z Arsh [y Ein (œt V2TE [m+ C) ] 


pour Æ 0, 
2 (= ++ Arsh[ J/ É sh (ui V 2E7m+C)] 

pour E > 0, 
z(t)= + _ Arsh (œt V 2U5im+C) pour E=0*). 


C) 2(9={aresin[ VE sin (at vi? );,c]. 


Pour quelle raison dans certaines formules de réponses fournies 
le signe est double? 


1.2. x (t) — 


To 

1 + ixoV 2A/m 
nateur est opposé au signe de x (0). Pour concrétiser, posons x (0) > 
>0. Pour x (0) >> 0 la particule U 
s'éloigne à l'infini durant le temps 
V m/2Az°. En fait il ne peut s'agir F 
que d’une grande distance quoique 
finie, à laquelle s'étend le champ 
donné U (x). | 

Pour x (0) <0 la particule | 


, To =ZX(0). Le signe au dénomi- 


s'approche asymptotiquement du T 
point x = 0. q 
1.3. Près du point d'arrêt Fig. 70 


U(zx)=E—(x—-a)F, où F— | 
= —U" (a), on peut donc considérer que le mouvement s'effectue 
sous l’action de la force constante F. En posant x (0) = a, on obtient 


2 ()=a+ re. 


La précision de cette formule s’atténue avec l'éloignement du point 
ZT = 4. 

La particule franchit le petit tronçon de chemin s, éloigné du 
point d’arrêt, en un temps 7 cs 5. Si, par contre, le tronçon de chemin 
est adjacent au point d'arrêt, il faut, pour le franchir, le temps 
tr = VOms/|F |, c'est-à-dire vo Vs. 

Si U’ (a) = 0 (fig. 70), le développement de U (x) doit être pour- 
suivi jusqu'au terme suivant : 


U (a)=E+ LU" (a) (x— a}. 


*) Arsh z=In (r+y 2+1). 
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Dans ce cas x(t) = a + set, où s = x (0) — a, A? = — ©, 

tandis que le signe de l’exposant se détermine d’après la direction 

dé la vitesse à l'instant initial. Pour franchir le tronçon de chemin 

jusqu'au point d'arrêt, la particule exige un temps infiniment grand. 

1.4. Si U"(a)Æ 0, alors Tone, oùe=U, —E. Si U"(a) =... 
n—2 


.. =U"1(a)=0, U® (a) 0, alors Tue 2%, 

1.5. a) Pour un petit & = E — U,, la particule se meut le plus 
lentement près du point x = a. Aussi peut-on également apprécier 
toute la période de mouvement 7 d’après le temps T7, de franchisse- 
ment (aller et retour) du petit voisinage de ce point a — ê << x < 
<a+ô: 

___ a4+ô _. 
Te) ie? ST. 


Au voisinage de x = a admettons que U (x) prend la forme 
U (x) = Un — <k (x — a}, où k — —U"(a). Pour € suffisam- 


ment petit, on peut choisir ô de manière que la vitesse v soit aux 
bornes de l'intégrale beaucoup supérieure à la minimale (pour x = a) 


2 kOÔ? bd 
TT Te 


et qu’en même temps on ait Ô &'L — ze — M, c'est-à-dire 


y À € DE L=t— ty 


Ti=2V Lin 2, (1) 


Le temps T, du mouvement de la particule sur les tronçons x << 
<rz<a—Ôôet a + Ô << x << x, satisfait à la condition 


Alors 


SLT. M 

TEE V ++ 

Avec la diminution de & la grandeur 7, s'accroît, donc pour des & 
suffisamment petits T, < T et, pour l'estimation de la période de 
mouvement, on peut se servir de la formule (1). Cette formule est 
dotée d'une précision asymptotique. Son erreur relative tend vers 
zéro comme Int & quand & —+ 0. Mais avec la même précision loga- 
rithmique on peut substituer dans (1) Z à 6 et laisser tomber le 
facteur 2 sous le signe du logarithme: 


à 
T=0V hi (2) 
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Si U’(a)=0, U®= — KÆO0, alors 


T — ANT 6 (RS 


l'erreur relative tendant vers zéro comme e!/# quand e — 0. 

b) Si l’on observe le mouvement de la particule durant un temps 
grand devant la période T, la probabilité de trouver la particule sur 
le tronçon allant de x à x+ dx est 


| . dt V 2m az 
dt = 2 = ——__————— 
RAGE T'_TyY E-U(:) * 
où 2dt est le temps de la découver- 
te de la particule sur le tronçon 
dx durant la période. La dépen- 
dance de là densité de probabilité 


Ï 
I. 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


de la coordonnée w de x est don- T, x IAE a T . 
née sur la figure 71. 
À la probabilité envisagée Fig. 71 


w(x)dx correspond l'aire hachu- 
rée (toute l’aire sous la courbe est égale à à l'unité). Pour des & suffi- 
samment petits, l'apport principal à l'aire sous la courbe est fourni 


Et 


"D3 ”P? 


par l'aire sous le maximum central, égale à 7./T. Bien que w (x) — 00 
quand æ— x, », la contribution des tronçons voisins des points 
d'arrêt est na rt minime. 


| 2 
o BW 2] |#=r 2 rent OU 
OÙ Zx=z(p) sont des racines différentes de l'équation + 
+U (x)=E 
La figure 72 donne le graphique de &(p), p,—V 2m (E—U,), 


pa=V2m[E—U (c)}, ps= V 2m[E—U (b)|. 
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d) Sur la figure 73 on a représenté les lignes ÆE (x, p) = const 
(trajectoires des phases de la particule) ; les courbes y sont numéro- 
tées dans l’ordre de croissance de l'énergie. Pour U ()£< E << U,, 

la trajectoire de phases 2 est à 
P double liaison. Les flèches indi- 
quent la direction du mouvement 
du point figurant l’état de la par- 
ticule. 

4.6. On choisit pour origine de 
l'énergie potentielle le point in- 
férieur. Pour E = 2mgl on a 


p)=—-n+ 
+ 4 arctg (et Var tg IOTE 


(p est l’angle d'écart du pendule de 
la position inférieure). Le signe 
Fig. 73 dans l’exposant coïncide avec ce- 
lui de p (0). Le pendule se rap- 
proche asymptotiquement de la position supérieure. 

Pour 0 < E — 2mgl € 2mgl, le pendule tourne en dépassant 
lentement la position du haut. On peut a”précier la période de révo- 

lution en utilisant le résultat (2) du problème précédent : 


* 


1.7. L'écart angulaire du pendule est lu à partir-de la position 
du bas. L'énergie Æ — _ ml? + mgl (1 — cos y). Posons qu’à 


l'instant t, l'angle o (t,) = 0, et, pour être plus concret, o (to) >0. 
En introduisant 4 — V ElSmel, il vient 


p 

1 l \ 

l=— 12 ———————— + lpe (1, 
PET € 

Pour k<1Â le pendule oscille’ re — Ps LP Pm et 


k=sine. Après substitution de sin = sin Ÿ D l'intégrale (1) 


prend la forme“) t— vi F (6, k) + to. 
dé, 

V'1—%? sin? E 

du premier ordre. Si u = F (£, k), Ë s’exprime au moyen de l’une des fonctions 


*) La fonction F(E, k)— est l'intégrale elliptique 


Or UN 
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De Jà on tiré | 
= 2arcsin{ksn (u, k)], u—(t—t) =. 


La période d’oscillation 


T — ay 2k (sin < ). 


Dans les cas limites (comp. avec problème 1.4) 
L A 
T=2n V + (144) pour Om € 1; 
T 8 
T=4y/ im pour FT — Pm E 1. 


Pour k > 4 le pendule n'oscille pas mais effectue des rotations. 
De (1) on obtient 


AE V Gr +) té 


= 2 Arcsin sn (u, +), u=k(i—t) VE 


La période de révolution 


En particulier, pour Æ — 2mgl € 2mgl, on obtient 
l #0 
Tu y 2m LE Dmel 2mgl *? 
où € — 32mgl. Ce résultat se différencie de l'estimation assez 


grossière, faite au problème précédent, de la valeur de la constante 
&o, C'est-à-dire d’un nombre indépendant de £ — 2mgl. 


elliptiques jacobiennes — le sinus elliptique: sin & — sn (u, k). L'intégrale 
elliptique complète du premier ordre est la fonction X (4x) = F( 5 | k). Mention- 
nons également les formules de deux cas limites: 


2 
KE E=s(1+7) pour k & 1, 
4 


_16 


x pour i—k<1. 


K k=- In + 
Les tables et les formules relatives à ces fonctions peuvent être trouvées, par 
exemple, dans [10]. 
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1.8. La loi de mouvement dans le champ UÙ (x) + ÔU (x) se 
définit par l'égalité 


VE (1) 


{x = a pour t — 0). En développant l'expression sous l'intégrale 
dans (1) en puissance de ÔU(x), il vient 


b = to (2) + ôt (a), 0) 
où 
= + | CE @ 
| nc OU (x) dx 
t(n=sV Em (4) 


Supposons que la loi du mouvement, en l’absence de l’adjonction 
ÔU (x), déduite de l'équation t = to (x), soit x = x) (t). On tire 
alors de (2). 

2 = 29 (t — 8t (x)), .. 6 

en outre, dans la petite adjonction Ôt (x) on peut poser x = xo (t) 
et effectuer le développement de (5) en Ôt. On obtient en définitive 
æ = %o (i) — ze () Ôt (xo (E))e (6) 


Près du point d’arrêt x.— x, le développement (2) ne peut plus 
être appliqué, car la correction ôt (x) > o quand x + Ti. 

Il est toutefois remarquable que la formule (6) reste vraie jusqu'au 
point d'arrêt, même si 


[ÔU'GI<IFI F= —U0"(m). (7) 


Ceci est en rapport avec le fait qu'avec le rapprochement du point 
d’arrêt Ôt croît, la dépendance de x (t) près de l’extrémum devenant 
faible. 


Vraisemblablement au voisinage de x, le mouvement non perturbé 
prend la forme 


F 
To (t)=m+s (tt) (8) 
L'addition del ôU déplace le point d’arrêt de ôz%,, en accord avec 


l'équation U (x; + ô) + OU (x + 6x) = E. D'où êz: _ LCA 
Compte tenu de la perturbation SU, _ façon analogue à à (8), il vient 


z t)=z;+ 0x, + = (t—ti— ôt,)? (9) 
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(en vertu de (7) on néglige la correction à F). Vérifions que le calcul 
suivant la formule (6) aboutit à (9). 

Divisons dans (4) le domaine d'intégration en deux parties: de a 
à b et de b à zx, où b est situé près de x,. Dans le second domaine 
on peut poser ÔU = ôU (x,) et U'(x) = E — (x — x,) F. Alors 


‘à — _V môU (x) . 
D een + OU (10) 
Ôto = - me. f BU (z) dz Vm ôU (x1) 
D > | EUR VFG—2) 


En reportant (10) et (8) dans (6) et en négligeant ô#, on obtient (9) 
avec Ôt, —= Ôto. 

1.9. a) Profitons des résultats du problème précédent. Un mouve- 
ment non perturbé 


Lo (t) = a sin of, = + mo?a?. 


De plus ‘| ôU/U | 7 = < 1. La correction 


—%), 


ôt (20 (8) = (cos wt+ —2) 


ét, conformément à la formule (6), du problème précédent 


Ôt (x) = (Va t? + 7 


æ(i)=a sin ot (cos? ot + 1 — 2 cos wf). 
Avec la précision jusqu'aux termes du premier ordre en e inclus près 


æ(t)=asin ( ot++e)—+ a—— cos 2ot 
(comp. avec problème 8.1b). 
b) en agissant de la même façon qu'au point précédent, on obtient 


tz(t)=asinot+ae (£ @t COS ot—sin ot—+ sin 3ot) 


(1) 
E=-— Fe & 1. 
Ce résultat in une précision relative —e* durant une période, 
tandis qu’après e-! périodes la formule (1) devient complètement 
inapplicable. Compte tenu de la nature périodique du mouvement, 
on peut étendre le résultat (1) à un grand laps de temps. Avec la 
précision jusqu'aux termes de l’ordre de & inclus près la formule (1) 
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se transforme en une forme explicitement périodique 
7 : 5) É 2 | 3 À 
xz(t)=a (1—e | sin [o(1+5 e)t|—a+ sin | 30 (1 ++e) |. 
(2) 


Les corrections négligées dans (1) impliquent une variation de la 

pulsation de l’ordre de &*o, de sorte que (2) conserve une précision 

relative —e pendant &-! périodes (comp. avec problème 8.1a). 
1.10. La variation de la période cherchée 


Xe+ÔXe Xe 
ôT = V 2m 1 TRES - | TS | (} 


On ne peut pas développer en ôU (x) l'expression sous l’intégrale 
de (1): la condition d'application du théorème de dérivation de 
l'intégrale impropre par rapport au paramètre est| violée, car l’inté- 
grale obtenue par dérivation est divergente. L'expression sous 
l'intégrale ne peut être développée èn ÔU(x) jusqu’au terme linéaire 
inclus que si l’on donne à ôÔ7 la forme 


Xe +0%s , 
ôT=2V2m | | VE—U (x) —ô0 (x) dr — 
Xi ÔX: 
— | VE—U(&d:]. (2) 
D'où 
Lys T We | 6 pi 
ST — - V2m | ETS 2 T (EU), (3) 
où 
if | 
OU) = | SU [x (t)] dt (4) 


0 


est la valeur moyenne de ôU sur le temps. 

La durée de mouvement près des points d’arrêt constitue une 
petite contribution à la période (évidemment si U’ (x, ,:) Æ 0); 
à cette occasion voir problème 1.3. C'est justement pourquoi la 
formule (3) donne une approximation satisfaisante. 

Dans certains cas même un petit complément ôU(x) peut modifier 
sensiblement la nature du mouvement de la particule (voir, par 
exemple, problème 4.14b, c). 
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. En agissant de façon analogue, on peut obtenir les termes suivants 
du développement de ÔT en ôU: 


Lg 


Cuys= Q (1m 8 À [ôU (xx 
PV en 2 TP) VE Te " 


X1 


L'expression formelle (5) peut devenir une série asymptotique 
et même une série convergente. 

1.11. a) La correction à la période 2x1/w, obtenue avec la formule 
(5) du problème précédent, est égale à. —31f6£/2mw5, étant petite 
pour des Æ suffisamment petits. 

b) La figure 74 fournit les gra- 
phiques de l'énergie potentielle U(x) 
et U(x) + ÔU(x). On y voit que 
pour Ë > U,, = mof/6a°? l'addition 
du complément rend le mouvement 
infini. Pour des valeurs de £ voi- 
sines de U,,, la. période d’oscilla- 
tions s'accroît sans cesse (comme 
|in(U,, — E) |; voir problème 1.4) : 
aussi ne peut-on pas compter qu'elle Fig. 74 
se déterminera par un petit nombre 
de termes de la série (5) du problème 1.10. Si, par contre, E &U,, 
la correction à la période ÔT = 5n£/18oU;. 

8nAV Vm 

Que 2a|E 122" 

> | Ur z V SAV (E<O0). 


la formule est applicable si |£|> 


= | (2) dr = — În -—-——— 


où v=/ LIEU (x), vo= V 2 (comp. avec solution du 
problème 1.1b). 


$ 2. Mouvement de particules dans des champs 


2.1. Pour l'étude du mouvement de la particule on utilisera 
les lois de conservation de l'énergie et du moment cinétique: 


PLU (r=E, (1) 


m [rr] = M. (2) 
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Selon (2) la trajectoire est une courbe plane. En introduisant dans 
ce plan les coordonnées polaires (fig. 75), il vient 


ie mr? de 
mr? = M. (4) 


En éliminant de (3) o à l’aide de (4), on obtient 


TE + Uers ()=E, (5) 


Doit (7) =U (+ 5er: 


Le mouvement radial peut donc être considéré comme un mouvement 
unidimensionnel dans le champ Ut (r). 


Fig. 790 


Pour une étude qualitative de la nature du mouvement, utilisons 
les graphiques: . - 
M? 
Uert = << RP (6) 

avec des valeurs différentes de M (fig. 76). 

Si 12aym?2< M, Uers possède deux extrémums (pour Ty,2 = 

_ ME V Mi—120vm 

2ma 

est positive pour Mi> 16aym? (fig. 76,a) .et négative pour 
Laym? < ME <L'AGaym? (fig. 76, db); dans les deux cas Uerr (re) — 
a Ü min < 0. 

Si, néanmoins, M* < 12œym?, la fonction Uess(r) devient mono- 
tone (fig: 76, c). 

Examinons en détail le cas a). Si E > Upax, la particule lancée 


de l'infini vient frapper le.centre du-champ. La grandeur œ, d’après 


}- La. valeur maximale de Uefi(r:s) = Umax 
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4), croît alors. Ces considérations sont suffisantes pour une repré- 
entation grossière de la trajectoire de la rs (fig. 77, a). 


À des grandes distances, pour lesquelles + & e , le rôle princi- 


pal dans ‘U(r) revient au terme —+ et la trajectoire diffère peu de 


l'hyperbole. (Pour l'aspect de la trajectoire quand r 0 voir 
problème 2.8.) 

Si l'énergie Æ est voisine de U,:%, l'intervalle des valeurs de r 
proches de r, est franchi très lentement par la particule. La rotation 


rt 


Una 


—— 


—— — = CR us + me 


C) 
Fig. 76 


M 
du rayon vecteur continue toujours à la vitesse o CZ Ÿ re? de sorte 


que la particule est en mesure d'accomplir un grand nombre de révo- 
lutions autour du centre avant de parcourir tout l'intervalle 


a) 
Fig. 77 


(fig. 77, b). Si E = Uas, la particule, dans son mouvement radial, 
se rapproche .asymptotiquement de l'infini vers. le point r —r; 
(comp. avec problème. 1.3). La trajectoire est une spirale serappro- 
chant du cercle de râayon r, et de centre © (fig. 78, courbe a). Si la 
particule. s'éloigne avec cette énergie du centre dans le domaine 
r<C Tr, Sa trajectoire se rapproche également de ce cercle mais de 
l’intérieur (fig. 78, courbe b). Enfin pour Æ — Umax le mouvement 
sur le cercle devient - possible r =:r.. 


80 RÉPONSES ET SOLUTIONS 


Toute variation des grandeurs Æ£ ou M fait passer la particule 
sur une trajectoire qui s'éloigne de ce cercle, autrement dit le mouve- 
ment avec r — r, est instable. 

Si OL E < Uyaz, la particule lancée de l'infini se réfléchit 
sur la barrière de potentiel Uers(r) et s'éloigne de nouveau à l'infini. 
L'aspect approché de la trajectoire nous est fourni dans ce cas par la 


Fig. 78 Fig. 79 
figure 79 (courbes a et b). Si l’énergie est proche de U,,4,‘la particu- 


le accomplira un grand nombre de révolutions autour du centre 


avant que la vitesse radiale r change de signe. Plus l'énergie est 
proche de zéro (pour un M fixé cela correspond à l’augmentation du 


Fig. 80 °” Fig. 81 


paramètre d'impact), moins la trajectoire de la particule est défor- 
mée. Pour E << U,:4 la particule peut même chuter au centre du 
champ au cas où elle se meut dans le domaine r a. La figure 80 
nous fournit dans ce cas la forme de la trajectoire. 

Pour Un <ÆE<O0, la ‘particule peut également accomplir 
des oscillations radiales dans le domaine c&<r< d (fig. 81). Si 
l'énergie est proche de zéro, l'amplitude des oscillations radiales 
est grande, la période pouvant également devenir importante. Pour 
une énergie proche de Un la trajectoire se rapproche de celle d’un 
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cercle de rayon r,, l'angle de rotation de rayon vecteur durant la 
période de l’oscillation radiale dépendant des grandeurs &, y, M 


(comp. avec problème 5.4). Pour £ — Un, la particule se déplace 
sur le cercle mentionné. 


De façon analogue il est possible d'étudier le mouvement de la 
particule dans les autres cas. 


Quelles sont les particularités de la trajectoire au cas où M“ — 
= 12œym°?? 

La loi du mouvement et l’équation de la trajectoire peuvent être 
obtenues en recourant aux équations (4), (5). De (5) on tire 


= + ÀIE Ur (r)) (7) 


d’où 


m ‘d 
0 +VF] 7 n° ” 


Eliminant dt de (7) à l’aide à (4), on obtient l'équation de la 
trajectoire 
dr 
— —————— +c. 
VE =) VE CR (9) 
Examinons le cas de M* > 12aym*. Si la particule se dirige vers 


le centre, il faut dans (7) (et, par suite, dans (8)) choisir le signe 
« moins ». Posons r = r, pour t — 0, on peut alors récrire (8) sous 


la forme 
--V+ j V E— = Gr). 


L'égalité (10) définit sous Fe implicite la dépendance de r du 
temps. Si la trajectoire passe par le point r = ro, ® — @o, l'équation 
de la trajectoire (compte tenu du signe choisi) prend la forme 


r 


p=—M | er + Pos (11) 


To 
A 


P=E-—— 


(10) 


[pr|=V2m[E Un (rl. 
En particulier pour une particule dont la vitesse engendre à l'infini 
avec l’axe x l'angle w, il faut poser r, = ©, my = 7 — w. 


Si, par contre, 0LE << Unax, ces équations ne correspondent 
qu’au tronçon AB de la trajectoire (fig. 79, courbe a). Au point B 


la composante radiale de la vitesse r s’annule, puis change de signe 
Aussi le tronçon BC de là trajectoire est-il décrit par l'équation (9) 
avec le signe « plus », mais la constante doit être redéfinie. Il est 
6—0734 
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commode de transcrire (9) sous la forme 
T 


o—= M | HT Alertes (12) 
Tmin 


La borne inférieure de l'intégrale pourrait être choisie arbitrairement 
tant que la constante C”’ n’est pas définie. Selon (12) on a 


C' =  (rnin)- (13) 


En tirant @ (rmin) de (11), on obtient FÉAU OR e ou tronçon de tra- 
jectoire BC: . 


T Tmin 
+ | _ | \ Mir 
P | } rè | p, tp, + Po. (14) 
Tmin To 
De façon analogue on détermine la loi 4u mouvement sur le tron- 


çon BC 


Tmin 
t=( | a ni V5 2 VE— RE eo) 
Tmin à 


Si Umin << E 0, a<ry< D, r (0) 0, p li=o = Po, l'équa- 
tion (11) décrit alors le tronçon AB de la trajectoire (fig. 81). Le 
tronçon BC est décrit par l’équation. 


T 


P=M | + on (16) 


où l'angle , peut être obtenu en posant dans (41) r = a. L’équation 
du tronçon CD est 


b 
où ®, se détermine à partir de (16) avec r = b, etc. En portant dans 
(16) et (17) les valeurs de @, et p., transcrivons les équations des 
tronçons de trajectoire sous la forme 

p=M(T-f) TT Pos (18) 


NE 5 op 
p=M(T+i- |) FRE 
i b a To 
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Il est aisé de se convaincre que l'équation répondant au tronçon 
de trajectoire associé à la n-ième oscillation radiale (le tronçon _ 
‘étant considéré comme le | prend la forme *) 


Rp. - Pr | + Poe (20) 


Li 


a 


e=M(+f+201 [-i) 


Dans les formules mentionnées il est admis que l’angle @ varie 
constamment, la limitation 0< @< 2x n'étant pas introduite, 


TT 


;” LA 
/. 
/ \ 
t ; 
| ! 
\ n 
\ / 
\ / 
\ / 
\ ” 
TR .eT 
b) 
Fig. 82 


A une valeur donnée de r ‘correspond une infinité de valeurs de œ 
(répondant aux différents r et aux signes opposés dans la formule 
(20)) ; p est une fonction multivoque de r. Par contre, la dépendance 
de r (@) est univoque. 

On peut exprimer de façon analogue les lois du mouvement et 
les équations de la trajectoire pour d’autres cas. 

2.2. En dehors de la sphère de rayon À la particule se déplace 
à la vitesse V 2£/m, tandis qu’à l’intérieur de cette sphère, à la 
vitesse V2(E + V}/m. En fonction de la relation liant £ et M 
on obtient des trajectoires ne formes différentes. 


Pour DR — V<E CIRE _ , la particule se meut soit à l’inté- 


rieur de la sphère, en bia des réflexions sur sa frontière 
(fig. 82, a), soit (si en outre £ => 0) peut se déplacer en dehors de la 


*) L'équation de la trajectoire (20) peut être transcrite sous la forme 


cos y (p+a)= ( yM | Te] | d 


où : 
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sphère (trajectoire en ligne droite, fig. 82, b). Pour  < E, la 
trajectoire est réfractée (fig. 82, b). 


Fig.. 83 Fig. 84 


2.3. Pour établir l'équation de la trajectoire, utilisons les 
formules 


M dr M? 
p= | AVR: Ver =U(r)+ sr (1) 

Après des calculs *), on obtient à 
| _ P 

; | ecosy(p—#)—1 (2) 
où 

2 

v= Vire 1 + _ , E>0, étant une constante arbitraire. 


La trajectoire est une courbe déduite de l’hyperbole en diminuant 
les angles polaires y fois (fig. 83). La constante ÿ définit l'orientation 
de la trajectoire. 


La direction des asymptotes est déterminée par la condition 
r—> oo ou e Cos (P1,2 — Wd) — 1. La vitesse est déviée de l'angle 
2 1 2 AE 2 
Co ln D arctg Ve (B+—) 
2.4. Il est avant tout utile d'étudier la nature du mouvement 
à l’aide du graphique Uerr (r). La figure 84 nous fournit ce graphique 


*) L'intégrale RÉ sous la forme 


g= | M dr 
TT 8 V 2m (E— M?/2mr2— fr) | 
où M3 = M1 + 2mÿ, se réduit à l’intégrale correspondante du problème de 


Kepler (voir A, $ 15). 
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pour le cas où 8 << M*/2m. Dans ce cas seul est possible un mouve- 
ment infini dans le domaine r > r,,, avec E> 0. L’équation de la 
trajectoire est la même que dans le problème 2.3 (équation (2)), par 
contre, dans les égalités (3) il faut substituer —$ à f$. La principale 
différence de la trajectoire trouvée du problème 2.3 est due au fait 


Fig. 85 Fig. 86 


que y << 1. La figure 85 en fournit la forme approchée. (Le point 
Mn A est déterminé par la condition dU/dr = 0, c'est-à-dire 
r — 2f/a.) 

Pour le cas où 8 > M°?/2m le graphique Uerr(r) est représenté 
sur la figure 86. 


" 2 
Si EE > Us TEL) la particule lancée de l'infini 


chute au centre du champ. L’équation de la trajectoire peut être 
obtenue dans ce cas à partir de l’équation du problème 2.3. A cette 
fin en plus de la substitution de —$ à f, il faut remplacer w par 
vw + n/2y et, ensuite, <e servir des formules 


sinit—ishz, Vÿ—-1z=iVzx. 
Il vient alors 


, 


LP 
EN UE TE Eu (} 


pæi(p-#), y (pH) 0 


2m 


VE 1, 


Pour ce cas la trajectoire est représentée sur la figure 87, a. Notons 
que pour r — 0, il s'avère que @ — oo. Cela signifie que la particule, 
en chutant au centre du champ, accomplit autour de ce dernier un 
nombre infini de révolutions. 

Si E <Z Umax, Selon la figure £6, le mouvement est possible soit 
dans la région b< r << © (diffusion), soit dans la région 0<r< a 
(chute au centre). L'équation de la trajectoire s'obtient en recourant 
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à l’égalité cos iz = ch z (dans le second cas, en faisant aussi la 
substitution de par d + x/y): 


dE RATE 1 Te” ch y’ (p—) ! 


= 1-2) (3) 


Au cas où Æ — Unax On ne peut se rapporter à la formule (2) 
du problème 2.3 (car dans sa déduction on a admis que e = 0) et il 
faut recourir de nouveau à l'intégrale (1). Il vient 


— 1+cexp(—Y'9)’ 
soit 


, 


_ p 
_ 1 +exp{—v'(p—Y)] 


suivant la valeur initiale de r. La trajectoire est soit une spirale 
débutant à l'infini ou près du centre et se rapprochant asympto- 
tiquement du cercle de rayon r = p', soit ce cercle même (fig. 87, b). 


OU r=p" 


a) 
Fig. 87 


Enfin dans le cas où 8 — M°*/2m il est également plus simple de 
recourir de nouveau à l'intégrale. Il y a diffusion dans ce cas, tandis 
que la trajectoire a pour équation 


— œlE 
 1—ma(p—1}}/2M?E" 


. La durée de chute de la particule au centre du champ s’obtient 
à l’aide de la formule 
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Pour lé cas, par exemple, où la trajectoire est de la forme (2) la 
durée de chute de la distance r est 


i=+ Ve (V Er ar 6 M2/2m — V B— M2/2m) + 


a m .. 2Er/a—1 | 
—— ——— a — n —- |, 
+ SE V4 SE (aresin me arcsi - 
2,5. L’équation de la trajectoire 


_ Par 
_ 1+ecos y (p—") 


{p, e, y sont définis dans le problème 2.3). Pour £ << 0 le mouve- 
ment est fini *) 


r 


__nwVm __2n L 
PTE per : A = "a To VE; 
La trajectoire est fermée si y est un nombre rationnel. La figure 88 
fournit la représentation de la trajectoire pour y&s. 
2.6. Pour B << M?/2m 


°p 2 [ M? 
PS — = — | -—— — . 
. 1 —e cos ÿ (g —) ” PT 2m f) 


VIRE, V1): 


si E<0, Ag = 2n/y, Ty = YT, (T, a le même Fig. 88 
sens que dans le problème 2.5). 
Au cas où B > M°*/2m (dans les notations du problème 2.4) 


La 


— P : 
__e"shy"(q—%) —1 Si E > Umaxs 


| 
e”" ch y" (p—#)—1 


2.7. a) Le mouvement fini est possible si la fonction Uerr(r) 
a un minimum. L’équation Ur (r) = 0 est réduite à la forme f (x) — 
= Mxlam, où f (x) = x (x + 1)e*,x = wr. A l’aide du graphique 
f (x) on voit aussitôt que l'équation ne présente des racines qu’à la 
condition que xM*/am soit inférieur à la valeur maximale f (x) 
(pour x > 0). : 

Cette dernière valeur est (2 + V5) exp iv) Æ 0,84. 
Donc le mouvement fini est possible si M? < 0,84am/x. 


Si EE <Umax- 


*) La période est La même que po ur le champ U, = —x/r. Pour déterminer 
T,, il suffit de remarquer que l’adjonction au champ U, de l'apport f/r? se 
répercute sur le mouvement radial de la même façon que l'accroissement M. 
Quant à la période T,, elle ne dépend pas de M dans le champ U,. 
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b) Le mouvement fini est possible au cas où M? << 8mV/e?n?. 

2.8. Dans l'équation de la trajectoire (voir formule (1) du problè- 
me 2.3) on peut, si r est petit, négliger la grandeur £ (pour n = 2) 
et pour x > 2, on peut aussi laisser tomber le terme M°/2mr°. Il 
vient alors (fig. 89 


M ln (r/ro) 
= — ——————— , pour 7 —2, 
P V 2ma — M? + Po P u 
RS ——_—_—_— C r Die 
Ÿ V 2ma (n —2) SR 


Le nombre de révolutions s'avère infini seulement pour n = 2. 


C£ 


ñn>2 


Fig. 89 Fig. 90 


La durée de chute au centre est finie, vu que la vitesse radiale 
s'accroît avec le rapprochement du centre. 

2.9. Le nombre de révolutions autour du centre n’est infini 
qu'au cas b) pour Æ£ = 0, n = 2. 

2.10. La durée de chute est x V mAR3/80. 


2.11. Un mouvement relatif se caractérise par le moment 


MM 


2 
M = mvo et par l'énergie E=—- , où m— est la masse 


MT Me 
réduite. La distance cherchée se définit par la condition Uerft(rmin) = 
— £. Une réponse simple s'obtient pour n = 1, 2, 
2.12. Les trajectoires des particules sont: 


me D 


= À + ecos o 
Mi,a T1, 


avec 
M? 2E M? 
. Des rs eV 1+ ; 


___ MM 
mo? ? 


_ Mt ma 


E et M sont l'énergie et le moment totaux du système. Les particules 
se déplacent sur des sections coniques semblables à commun, les 
rayons vecteurs étant dirigés à tout moment dans des sens opposés 
(fig. 90). 
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2.13. Comme il s'ensuit immédiatement de la figure 91, 
OS = p (ctg po— ctg 2Po). 


Alors 
= |  — 
REP) syivos-er 
min 
Pour p—0 
C Ô C dr 
— — 9208E°%73 — —— + .., 
Feet | VEUVE UIE PET SE | ré V EU + 
Tmin Fmin 
(comp. avec problème 2.23), de sorte que 
= à dr 4 o 
ns (e | 13 V 1—U/E ve HONOR 


min 


Le point S est le foyer imaginaire du faisceau de particules 
diffusées vu qu'à la précision jusqu’au premier ordre en p inclus près 


Po P 


Fig. 91 


Ja position du point d’intersection de l’asymptote à la trajectoire 
avec l’axe du faisceau est indépendante de p. 
2.14. L'équation de la trajectoire est 


À = € COS (p— Po) — 1, 


2 TT DEME 
où D e= TEE, quant à q, elle s'obtient en partant. 


mœ 


de la condition ® —> O0 pour r — œ: cos my = 1/e. La région inacces- 
sible aux particules est limitée par l’enveloppe de la famille des 
trajectoires. 

Pour la déterminer, dérivons l'équation de la trajectoire 


 . M +4 cos p— À 7/ ZE sin p=0 (1} 


par rapport au paramètre }: 
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2M 2E 
Ne 1000, (2) 
æt éliminons M de (1) et (2): 
24/Er = 1 + cos y. 
Bref, la région inaccessible aux particules Sr est 
limitée par un paraboloïde de révolution (fig. 92). 
DAS D se OA 
PS GP cos 0 aa eo 


2.16. Multiplions scalairement l'égalité 


[vM]— © = A 
par r. Notons par  l’angle entre r et À, il vient 
M? 
— — ar = A: cos p 
= S _ M? _ JAI 
Qu ——1—+ecos p, où P= ns Ce 


Ron auons que le vecteur À est dirigé du centre du champ vers 
de point r = rmin. 


217. ÔT — 2 où 


m OU (r) dr 
ôI — T(U)=2/ À RL 


comp. avec problème 1.10). On _ de façon analogue représenter 
Aa variation de la distance angulaire entre des passages successifs 
_ Jon T = min SOUS la forme A — 


# 2e (comp. [11, $ 15, problème 3 ; $ 49). 

| : d %. 18. Dans la région r € D le champ 
| Pod U(r) diffère peu du champ coulombien 
>” U,{r) — —a/r. Aussi la trajectoire du 
{4} mouvement fini est-elle proche de l'ellip- 
: se, dont le paramètre p et l’excentricité 


X e, se définissant par les constantes £ et M, 


S se conservent, quant à l'orientation elle 
<< se modifie. La vitesse de rotation Q de 
l’ellipse se détermine par le déplacement 


du périhélie durant la période Q—=6Aœ/T,, 


Fig. 92 où ÔAœp se calcule d’après la formule du 
problème précédent avecôU — n — 55 , 


To étant la période dans le champ coulombien *). Après des calculs 


*) Il est commode de passer à l’intégration par rapport à &, de plis (voir 
œ 
d1], $ 15), TE (1 — e cos Ë). 
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on obtient Q@ — M/2mD*°. L'équation de la trajectoire peut être 
transcrite sous la forme 


L=itecsyp, y=i—-- 2. (1) 


L'écartement de la courbe (1) de la trajectoire vraie est du premier 
degré de petitesse en ÔU, c'est-à-dire qu’au cours d’une période l'é- 
quation (1) décrit la trajectoire avec la précision identique à l’équa- 
tion d’une ellipse immobile. Toutefois l'équation (1) conserve la même 
précision pendant plusieurs périodes. On peut donc considérer cette 
équation comme une « approximation zéro correcte ». 

Autrement dit, dans l'équation (1) on ne tient compte que des 
effets accumulés de premier ordre. 

2.19. Le champ UÙ (r) — —cœ/r!t® diffère peu du champ coulom- 
bien, l'orbite de la particule dans ce champ est donc une ellipse en 
Zente précession. En développant U(r) en €, on lui donne la forme 


Lo. d End 
r 


U(r)=Uo(r)+ôU, où Uo(r)=——, ôU = In, 
a=aR *, 


ÆR étant une constante égale à la dimension caractéristique de 
d'orbite. | 


T 
Le déplacement du périhélie durant la période 6Aœ — 7 | ÔU dt 
0 


{voir problème 2.17) est calculé en effectuant la substitution 


r= — À (1—e cost), = (E—esinE), e=1/1+ 2E M° 


mo? 


T= na V5 (voir [1], $ 19). Il vient 


n _ A9. EX Ô œ (1—ecosE) . 
© _ Lprre 


2x nn. 

elE] de cosË dé _2n 1—V 1—e? 
n OM } 1—ecosE T eè 

0 


Pour 8 > 0 la direction de la précession de l'orbite coïncide avec 
celle du mouvement de la particule sur l'orbite, tandis que pour 
£ << 0 elle lui est contraire. 
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2.21. Soient r., et r, les distances de la Terre et de la Lune du 
Soleil, tandis que jusqu’à leurs centres des masses elles sont respecti- 
vement a, et a, (fig. 93). L'énergie potentielle est 

= YMoM1  YMOMa 


T1 F2 


où y est la constante de gravitation, m,, m,, m, les masses du Soleil, 
de la Terre et de la Lune, de plus m,a, = m,a,. En reportant 71, — 
= V ri + $,2 F 2ra., cos Ÿ (Ÿ étant l’an- 
gle entre les directions du centre des masses 
z, Vers le Soleil et la Terre) et en développant 


. . N a 
suivant les petits paramètres 2, on ob- 


F2 


Fr? y 
7 tient 
œ 2 
F U (r, y}= — = À (3 cos2p—1), 
où 4 a = Mo (M4 + Mo) Æ YMom; p = 
Ty 7 YMo (mai + mai) À + YMoMa?. 
Fig. 93 A la prise de la moyenne sur un 


mois, cos? 1 est remplacé par 1/,, le poten- 
tiel acquérant la forme indiquée dans les conditions du problème. 
Le déplacement du périhélie durant un an (voir [1], problème 8, 
$ 15) est 
= nn mie 
her Din 2 ml |. 
Le deplacement du périhélie durant un siècle est 
1006p = 7,7”. 


Il faut remarquer que le décalage total du périhélie de la Terre en 
cent ans 4158” est essentiellement dû à l'influence de Jupiter et de 
Vénus. 

Il est intéressant que l'appréciation de la correction relativiste 


fournit la grandeur 100.27 (2)°- 4”, v & 30 km/s (voir [2], 


$ 39 et $ 101). 
2.22, De façon analogue au problème 2.18 on a 


Q= 27 OU)= à 2 [ su” (a)++ 8” Fa 


=—|/ — Leu’ (a) + — 5 SU"{a) | 1 r. 


La prise en compte des termes suivants du développement ôU en 
(r — a) introduit dans Q@ la contribution < e*Q. 
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2.23. Le déplacement du périhélie durant une période peut se 
représenter sous la forme 


To +ÔTe 
Ap=—<V2m te | (E—Uer—ôU)” dr. 


r1+0r: 
A la précision jusqu’au’ second ordre en ôU près, il vient 
Aq=2n . 01P + 02P) 
&p=T 7 (U), 


02 = — DIE [T {(6U/)?}], 


où {}) est la valeur moyenne de la fonction /(r) durant la période T 
du mouvement non perturbé (comp. avec problème 2.17). La vitesse 
de la précession 


Ô1®—+ 02m  Ô ie Ô®  Ô1PÔT 
LS DE De LE 
ÔT = 7 (T (ôU)). 
2.24. Soit l'équation de la trajectoire 


PV PL CET ET (1) 
" me V/ 2m ( Es ete +) 


en développant l'expression sous l'intégrale en ÔU = y/r° sous la 
forme 


| = Po (r) + Êp (r), (2) 
ou 
Po (r) = = | ET PR NES , (3) 
PVan(E-rte) 
pr) = | — (4 


id V'2m(e-#rs À (Et) 


En négligeant dans (2) la correction Ôœp(r), on obtient évidemment 
l'équation de la trajectoire dans le champ coulombien (voir [1], 


$ 15) 
<= 1+ecos y, (5) 
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M? : Se : 
OÙ p=——, e= y 1+2% . Mais si l’on tient compte de lx 
correction Ôp(r) dans (2), on obtient au lieu de (5) 


= 4 +e cos (®— ôvp (r)). (6} 


Dans le second membre de (6) on peut développer en 6œ(r) ainsi 
que reporter dans ôœ(r) la dépendance r = 7, (œ@) définie d’après 
(5), 


== {À + e cos p + ep (ro ()) sin y. (7} 
En calculant l'intégrale *) (4), on Mrs 
6 (ro (p)) = À — 3p— ÈS sin p— 
| ; 
_iteog AT [2e + (e2+ 1) cos pl} : (8} 


En reportant (8) dans (7) avec la précision jusqu’au premier ordre 


2 
ae pi Door 


DT près, il vient 


= 1+ecos[( + 8) pl + 
+ ET sine qe (264 (24 1)cos pi (a) 


e 


soit 
—=1 + e” cos Àp + f cos 2, 
A = 1+3%, 


e3 — 2e2+ 5e—1 
p=p(i+e SE), (9b} 
*) Il est commode d'écrire (4) sous la forme 
= Co) | V 2m Yüdr 
” 0M 4 M2 œ 
3 . Pis eme ‘ls nee 
_ ms + r 
et de procéder à l'intégration en en conformité avec (5): 
__ 0 m?ya e 
P—=- 7 IE | (1e cos p) dp— 
_ 3m? E m?ya Ôe m?yo , 
= — (p—+ e sin p)+——- MS M — sin P+ DE mUTre cos æ}.  (8’} 
En ue de (5) 
2M de pe 2 sin de __e2—1 
mor _0M° ® _ ÔôM P  5M M 


et en reportant dans (8’), on obtient (8). 
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—e(i+i® RS) 
… e+2e2+et1 
Î = 0 de | 


Au voisinage de ® = 0, x le développement (2) s’avère inappli- 
cable, vu que ôœ croît indéfiniment. Toutefois l'équation de la 
trajectoire (9) se vérifie également dans ces régions (comp. avec 
problème (1.8)). 

Au cas d’un mouvement infini (Æ = 0) l’équation (9) permet 
de résoudre le problème. Si, par contre, £ << 0, (9) n'est l'équation 
de la trajectoire que pour quelques révolutions *), tant qu'on a 
3@p € 1. En ne conservant dans (8) que la partie accumulative 
ôp — —3êp, on obtient l'équation 


LE =1+e cos 19, à =1+3% (10) 


qui décrit la trajectoire sur un tronçon important (l’approximation 
zéro étant, à la différence de (5), l’approximation « correcte »; 
comp. avec problème 2.18). Il est également facile de transformer 
l'équation (9) pour qu'elle décrive la trajectoire sur un grand: 
tronçon avec la précision jusqu’au premier ordre inclus près: 


<= = 1 He’ cos Àp+ f cos 2A. (11) 
2.25. Il suffit de se convaincre que la fonction de Lagrange 
exprimée en fonction des coordonnées du centre de masses R — 
LA LE BL et du mouvement relatif r = r, — r, se divise en: 
MM 
deux parties: 


LE, (R, R) + Z> (r, r), 
L,(R, R)= "7e R2+ (ete) BR, 


L, (r, = re 1% Lm (= #)@r. 


La jonction Z,(R, E) définit le mouvement du centre des masses 
qui s'effectue de la même façon que le mouvement de la particule de: 
masse M, + m et de charge e, + e, au sein d’un champ uniforme. 


M 


Le mouvement relatif défini par Z, (r, r) se réalise identiquement 
Milo 


au mouvement de la particule de masse m = ———— 
My + Ma 


(masse réduite) 
dans les champs coulombien et uniforme. 


*) En particulier, le rayon vecteur r doit se comporter comme une fonction 
périodique de . 
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Le même résultat peut être obtenu en partant évidemment des 
équations de mouvement des particules. 


2,26, LEE | A(r)rm+ #2 A(r)r. La fonction 


de Lagrange se divise en deux parties ne contenant que R, R 
et r, r (notations du problème 2.25), au cas où _ — 2. ; 
; 1 2 


D ME po es À (R)R 4 ra AM team À (r) r, 


c(m1+ m2)? 


N N 
1 : : : 
2.27e Te > Un£ns P=Unén M= > UnEns Enls Où 
n=1 n=1 
{ 1 { | 
da — 7 Fr (n = 1, Ni), Uv= > MR 
>) mk k=1 
k= 
2.28. Désignons les coordonnées des particules incidente et pri- 
mitivement au repos par 4, et x.. Soit à l'instant initialz, — —2AÀ, 
xs = 0. Le centre des masses du système se meut en suivant la loi 
X = — F + a . Le mouvement relatif de coordonnée x = x, — 2 


suit la loi 


—— À 
74 m | dx 
= — 7 Re —Ù 
4 z7 


La loi de mouvement de la première particule est 


R 
z R 1 dx T 

1 2 2 + 2 J V'i—äu/muian 2 
La distance séparant les particules diminue jusqu'à la grandeur 
mu? \l/n : : à . 
(=) ” , puis s'accroît de nouveau. Quand elle redevient 


égale à R, la première particule vient occuper le point 


min — 


Ei= Tmta | [ (= 1) z— 1 |. (1) 


Le point d'arrêt de la particule incidente est la limite z;; pour 
R —- oo. | 

Si ñn < 1, xs —> © pour R—+ co, c’est-à-dire qu'après collision 
les deux particules s'éloignent à l'infini. 


R/x 
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«1 2.80. L'équation ‘de mouvement 


Fe 


.. mv = _… Æ fvr) (1) 
possède une intégrale” 
; mu pes 
| au @ 
m pese À (3) 


2 
Multiplions (1) alaitement parret l’on obtient, xv= — 04 où — LLaee 
—vi=0, d'où 
r2= r + y (£— to}?. (4) 
En multipliant (3) scalairement ‘ par r/r, on obtient 
juiure=) cos6, (9) 
. : Fu —— 

Pre est ee ne. RE 8 ! de Let Lt EL ; , 
où 6 est l’angle polaire dans le système sphérique des coordonnées 
d’axe z parallèle au vecteur J- La projection de (3) sur l'axe z 

mr2@ sin? on cos 0 — J 
combinéé à (5) donne : 

5 Le ; SEE LA s J : 

pe mr? ° + (6). 
Pour é=t, on à v = rpsin 6 ét de (6) on tire: J = 2 
et compte tenu de (5) 


tg 0 — en e (7) 
En intégrant l'équation PRET il vient 
L— 
de Po+ SE) ne cu, (8) 


La particule se meuf donc à la vitesse constante v sur. la, surface 
d’un cône 0 — const. “En. introduisant 


us CL (2) 
récrivons (8) sous la forme. 


tg 1 =- DE io) (10) 


To 
Les égalités (4), (9) et (10) peuvent s'interpréter de la façon suivante : 
le mouvement du point sur le développement du cône s'avère unifor- 
me et rectiligne, 7 et 1. étant les FOR ER polaires du plan de 
développement. : 


1—-0734 
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2.31. Le mouvement d'une particule chargée dans un champ 
électromagnétique est défini par la fonction de Lagrange 


mv? e 
L=--——ep+— vA, (1) 


où y et À sont des potentiels scalaire et vecteur (voir [2], $ 16, 17). 
. En recourant aux coordonnées cylindriques, on obtient 


e . e e. 2 
Le (+ rgt 29) + RTE (2) 
De l'équation de mouvement de z 
**, de mr?:p . 
mz + Lys Ha) —= (3) 


il s'ensuit que pour z = 0 la composante de la force parallèle à l’axe 


z s’annule. Donc si z (0) — 2 (0) — 0, la trajectoire de la particule 
se trouve dans le plan z — 0. Comme est une coordonnée cyclique, 


on à 
(4) 


ôp | 
De là il découle qu’au cas d’un mouvement infini p, est la valeur 
de M, pour r — co. En outre le principe de la conservation de l’éner- 
gie est aussi satisfait (car 0L/ôt = 0): 


7 (2 +rèqpt) = E. (5) 
En éliminant de (5) œ à l’aide de (4), il vient 
124 Ven (r)=E, (6) 
où 
em \2 
Uerr (r)= ge (pe). (7) 


Donc le mouvement le long du rayons ns de façon analogue 
au mouvement unidimensionnel dans le champ Us (r). 

Les graphiques de Uers (r) pour les cas de p, << 0 et p, > 0 
sont donnés sur la figure 94, a et b respectivement. 

Au cas où Ppy < Ù pour toute énergie £ = 0 le mouvement est 
infini. Pour donner une image qualitätive de la trajectoire, il est 
utile de déduire de (4) 


. | Po | em 
= (8) 


La vitesse de rotation du rayon vecteur de la particule a tout le 
temps la même direction et elle s’accroît en se rapprochant du dipô- 
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le. La figure 95 (courbe 7) fournit la forme approchée de la trajectoi- 
re. Cette trajectoire est symétrique par rapport à la droite joignant 
le centre du champ avec le point r = rmin: 


(774 


Off 


Fig. 94 


Au cas où py > 0, il peut se produire une diffusion de particules 


d'énergie quelconque Æ >> 0, tandis qu'au cas de E < U,, cp 


32 me?m? 


Fig. 95 Fig. 96 


(£E = E, sur la fig. 94; b) un mouvement fini est également possible. 
De l'égalité 
Pœ em 
P— mr? mer 
il s'ensuit que o> 0 pour r>n—= et 6 <0 pour r <ri. 
Quand r — r,, la particule présente des points d’arrêt én o. 

La particule d'énergie EU, (E£ = E;) sur Ja figure 94, b 
est diffusée et, en deux points r = r,, sa vitesse est parallèle au 
rayon vecteur (fig. 95, courbe à). 

Pour £ < U,, on peut avoir une diffusion sans points d'arrêt 
en (fig. 95, courbe 3) ou un mouvement fini dans l'anneau a <r < 
< b (fig. 96). Dans le dernier cas la particule au cours de la période 


7% 
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— a ————+ 


accomplit un mouvement direct (tronçon AB) comme un mouvement 
de retour (tronçon BC). 

2.32. ‘a) Il convient d'utiliser les coordonnées cylindriques 
et, en qualité de potentiel vecteur, de choisir la forme 4, — Lré : 


A, = À, = 0. Le mouvement en direction de l'axe z est| uniforme, 
tandis que dans le plan perpendiculaire à l’axe z il est fini. La figu- 


Fig. 97 


re 97 donne la projection de la trajectoire sur ce plan. Les trajec- 
toires a, b, c correspondent à la condition p, >> 0 *) et, respecti- 


vement, U,<Æi <Uy Ei=U»n U2<E,, où E,= EM, 
Uy=(G—Q) po, Une, QE, G=VOTR. Pour po <0 


la trajectoire est donnée sur la figure 97, d, pour p,—0 sur la 
figure 97, e. 

La loi du mouvement de la particule dans ce plan se trouve 
facilement en connaissant le mouvement de l’oscillateur isotrope 


libre de pulsation @ (voir [1], $ 23, problème 3) 
r2 = a? cos? Qt -L b? sin? Qt, o—= — {Qt + Arctg (= tg Ot) F5] | 


*) Pour être plus concret, posons € > 0, po étant l'impulsion généralisée 
de la coordonnée ® correspondante. 


b — | $ 
**) Les branches de Arctg (2te Gt) doivent être choisies de manière que 
l’angle ® soit une fonction continue de t. 
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eee ue 


tte mn mr 


_—— 


Les rayons maximal (b) et minimal (a) se déterminent au moyen de 
l'énergie E — . (a? + 6?) — p,@ et de l’impulsion p, — mQab, 
les origines de t et de œ@ étant choisies de la sorte que œ (0) = O0, 
r (0) = a. Il est à remarquer que la période d'’oscillations radiales 
T = n/Q est indépendante de Æ et de p,. L’angle de rotation du 
rayon vecteur durant cette période Ag = x (+1 —- Q/Q) pour 
Pr = Vet Ap — —Q/Q pour Py — 0 ne dépend pas de Æ *). 

Comment variera le mouvement de la particule si À << 0? 

Il est intéressant de confronter le mouvement de la particule 
de ce problème avec le mouvement dans des champs électrique et 


magnétique croisés (voir [3], $ 22). 
2.33. L'équation de la trajectoire est 


Po 
AT -L : 
- 3 JVE Uno ; 
a e 
où Q me? 
2 P \2 
Uent (= ++ (0) 


De façon qualitative la nature du mouvement peut être interprétée 
au moyen des graphiques Ur (r). On doit alors tenir compte du fait 
que æ varie de signe quand 7 passe par la valeur r, — y” 22 : 
On obtient ainsi les trajectoires représentées sur la fig. 97, a-e **), 
Les trajectoires variées du dessin répondent aux conditions suivan- 
tes : 

a) Po > 0, Umin <£ U,5, où Urmin est la valeur minimale 
de Uerr (r), Uo = Ueft (ro); 

b) Pe > 0, E — Us; 

c) Po > 0; ET U,; 

d) Py <0;. 

e) Py — 0. Dans ce dernier cas la particule chute au centre 
aussitôt accomplie la première boucle. 

Voyons en détail les deux derniers cas. 

Ecrivons l'équation (1) sous la forme 


Po dr 
p— TC). 2 
V 2m | (2) 


*) Une autre solution est donnée au problème 6.36. 
**) La nature qualitative de l’étude à l’aide de graphiques permet de recou- 
rir à la même image approchée de la trajectoire que dans le problème 2.32. Il 
SE bien entendu que les trajectoires précises sont différentes pour les deux pro- 
èmes. 
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On peut donc considérer que l'influence du champ magnétique se 
réduit au remplacement de l’énergie par £” = E + p,Q, à l’addition 
2r2 
au champ U — — _ d'un complément ÔU — me — (qui engendre 
la précession de l’orbite) et à une précession d'appoint de vitesse 
angulaire —@. Pour des valeurs suffisamment petites du champ 
magnétique £ le champ ôÔU peut s’avérer un petit appoint à U, = 
2 
— _— — _ . Il suffit pour cela que dans toute la région du mouve- 


ment de la particule soit satisfaite la condition 


OÙ (r) & | U, (r) |. (3) 
La vitesse de précession engendrée par ÔU peut être définie ainsi 
; ÔAY 4 à 


OR TD Po (T (ôU)), (4) 


où la moyenne de ÔU est prise sur le mouvement de la particule 
dans le champ Ü, d'énergie £” et de moment p,, T étant la période 
de ce mouvement (comp. avec problème 2.17, 2.18). Le calcul *) 
conduit à la valeur . 
, IX PY 
Dr» (5) 


ôU étant considéré de fait comme une petite correction si avec (3) 
est aussi remplie la condition ÔAœ << 2x, c’est-à-dire 


Qp,a V mIE' |" <1. (6) 


Il est bien entendu que ÔU ne peut être prise pour une petite correc- 
tion au cas où Æ”’ > O0, car alors l’élimination de ÔU modifie de 
façon qualitative la nature du mouvement. 

La grandeur @’ peut s’avérer petite aussi bien que grande devant 
celle de Q@. Le signe de Q’ est opposé à celui de p,,, c’est-à-dire que 
la direction de cette vitesse est contraire à celle du mouvement de la 
particule sur l'orbite. Quant à la direction de la vitesse Q, elle est 
déterminée par le champ magnétique. 

Bref, la trajectoire est une ellipse en précession à la vitesse angu- 
laire 


préc — —(Q ao S2”, (7) 


ou, pour être plus précis, comme on peut avoir Q7 S 1, dans le 
système de référence en rotation à la vitesse angulaire Q,,4 la 
traiectaire est tout simplement une ellipse immobile. 


*) rour le calcul de (6U) il est commode d'utiliser les variables des pro- 
blèmes 2.18, 2.19. Comme la période dans le champ U, ne dépend pas de py, 
on peut dans (4) sortir 7 du signe de la dérivée. 
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Il est intéressant de confronter les résultats obtenus avec le 
théorème de Larmor (voir [3], $ 45, voir aussi problème 9.23). 

Peut-il se présenter que ÔU soit prise pour une petite correction 
quand. l’énergie de la particule Æ est positive? 

Voyons ensuite le cas quand on peut assimiler à une petite cor- 
rection le champ U — —«œ/r. Le mouvement, une fois U éliminé, 
s'effectue suivant un cercle. Son rayon est a, tandis que la distance b 


NO 
G)X 
$ 


Fig. 98 


de son centre au centre du champ peut s'exprimer au moyen des 
distances maximale et minimale de la particule du centre du champ 


E+p£@ + V (E+2r9Q) E 
r5, 2 = ET (8) 


Deux variantes de disposition du cercle sont possibles; elles 
sont représentées sur la figure 98. Si p,Q <0, on voit se réaliser 
le cas a), si p,Q > 0, c'est le cas b) qui se réalise. Dans les deux cas 

E + 2p9Q E 
Di D 
on 2mQ2 LT Tao (2) 


Si l’on prend en compte le champ V, le cercle est alors soumis 
à un déportement systématique (appelé dérive), maïs son rayon et 
sa distance du centre du champ, définis par les constantes a et b, 
ne varient pas, autrement dit son centre se déplace sur un cercle de 
rayon b. La vitesse angulaire de déplacement du centre du cercle est 


ô 
Pen 


où la moyenne de Ü est prise sur le mouvement uniforme suivant le 
cercle. Bornons-nous a" cas où a € b. On peut alors considérer 
tout simplement que 


(U)= —+., (10) 


de sorte que y — OR - Remarquons que dans ce cas la vitesse 


D: 


linéaire de la dérive est égale à e£8/%0, où e& — «/b? est la force 
sollicitant la particule à la distance b (comp. [3], $ 22). 
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2.34. Le problème de mouvement de deux particules chargées 
identiques ‘dans.un champ uniforme se réduit. aux problèmes de 
mouvement du centre -des masses et de mouvement relatif. (voir 
problème 2.26). : | 

Les coordonnées .du. centre des masses sont 


X=—R cos ot," | 
= — R sin of, 


(1) 
où w—ed£/mc. 

Le mouvement relatif se confond avec celui de la particule de 
masse m/2 et dont la charge est e/2 dans le champ U = e?/r et le 
champ magnétique uniforme $#. Ce mouvement est analogue à celui 
étudié au problème précédent ; il ne faut que substituer dans les 
formules m/2 à m, e/2 à e et —é? à x. Bornons-nous au cas où le 
rayon de l'orbite a est petit devant la distance au centre des masses 
(voir fig. 98, b). La pulsation des oscillations radiales peut s’obtenir 
aisément avec une plus grande précision que Le le art précé- 


dent' par développement de (r) = +R + T6 OT? — 


ne 7 P,® en série au voisinage de r = b oi [1], $ #1). A partir 
de a condition Uerr (b) = 0, il s'ensuit 


Pe= PE ob — TE eh À + 2 (=—#),. es (2) 
+ ET 2 mob | 


D'où on obtient en définitive pour w,= W 10 o=0——+, 
quant à la distance entre les particules 


r = b + a cos (@,t + «) (3) 

Pour obtenir œ (it), RES du PHRCIRE de conservation de l’impul- 

sion généralisée p3 — r (p + 5). Avec la prise en compte 
de (2), (3), il vient 

p (£) = —vt—— Sin (@,É + @) + Poe (4) 


_ En profitant de (3) et (4), on peut représenter les coordonnées 
‘du mouvement relatif sous la forme 


æ= r cos @ = 0 cos (Yi — pp) + a cos (ot+E+8) : 
yrsino=—bsin(yt—p)—asin (owi+ +8), (0) 
B = à — po: 
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A 


Les premiers termes de la somme correspondent ici au mouvement 
du centre .du cercle avec la vitesse de dérive by, tandis que “ seconds 


au mouvemeñt de ce cercle ài la Vitesse —. @ re 


Les. :coordorinées: des partieules %,2 = À + , Vie et 
1h 
deviennent plus commodes si “on lés' écrit sous la ces 


e. ES #7 00 qi He. 2. COS (@Ë + a, 2)» 
Ex ; el dut (6} 
‘Ya, = 3 sin (t— @o) — Pa, 2 Sin (@t +. Yu, 2); 


Pa, 2 — VE ares (+8), 


…_ <aS$in (+s) 
| ; ere 2 
LED, = 
2R + a cos (5-+8) 


Bref, les centres des cercles sur lesquels se meuvent les particules 
tournent autour de l'origine de coordonnées à la vitesse angulaire 


TR 


NX 


Fig. 99 Fig. 100 


(en dérivant à là vitesse by/2), quant aux rayons de ces cercles, ils 
sont soumis aux pulsations de fréquence y/2 (fig. 99). 

Le mécanisme de « pompage » de l'énergie se comprend mieux 
dans .un autre cas limite: a Ÿ$ b (la distance entre les centres des 
orbites décrites par les particules est petite devant les rayons des 
orbites (fig. 100)). Vraisemblablement, le travail développé par les 
forces d'interaction sur la seconde particule est positif, tandis que 
sur la première il est négatii durant nombre de périodes. 

2.39. Il n'est pas difficile de s'assurer de la constante de cette 
grandeur en recourant aux équations de mouvement (comp. [1], 
$ 45), cette dernière, pour plus de commodité, prenant la forme 


AF + _ [Frl, où À = [vM] — _ . Pour des petites valeurs de F 
la trajectoire se rapproche de l’ellipse dont le grand demi-axe suit 
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la direction du vecteur À et l’excentricité est e — | À [/«. Dans ce 
<as AF = const, ou e cos 5 = const, 1 étant l’angle entre A et F. 

2.36. L’apparition d’une petite adjonction à l'énergie potentielle 
OU (r) entraîne une modification des grandeurs caractérisant le 
mouvement de la particule (moment, 
position du périhélie, etc.), en outre 
durant un petit laps de temps (quel- 
ques périodes de mouvement non per- 
turbé) elles varient également peu. 
Toutefois durant un temps prolongé les 
variations s'accumulent, de sorte que 
certaines grandeurs peuvent se modi- 
fier plusieurs fois. 

En particulier, durant un petit laps 
de temps l'orbite demeure une ellipse. 
Le grand demi-axe de cette ellipse a — 


Fig. 4101 


[e À Lé LA D! Lé L 
= 575 © détermine d’après l'énergie 
et ne varie pas duran‘ un temps prolongé. Quant à l'excentricité 


M? « ; : nu 
e = V1 — -— et à l'orientation, leurs variations peuvent s’ac- 


maa 
cumuler. 
a) La variation du moment se définit par l'équation 


M = {rFi. (1) 
Prenons la moyenne sur la période 
| (M)= [{r) F, (2) 
où 
. 
M=z | r (t) dt. (5) 
0 


Pour la prise de moyenne, on se sert du système de coordonnées 
aux axes Oz parallèle à Met Ox parallèle à A (fig. 1014). (Ici À — 


— [vM] — _ est l'intégrale complémentaire! du problème de Ke- 


pler ; rappelons que le vecteur A est dirigé du centre du champ vers 
le périhélie, tandis que | À | = œe.) Il est évident que —(r) est 


barallèle à Or. En reportant x = a (cos £ — e), t — + (é—e sin Ë), 
il vient 


27 
(a)= 4 | (coS£—e)(1— cost) dE= — €, (4) 

Soit : 
(nee 41 (5) 
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b) Si la force F est perpendiculaire à M, alors, par symétrie, on 
déduit aussitôt que l'orbite est une courbe plane, quant au vecteur M 
il conserve sa direction (au signe près). Récrivons (2), (5) en laissant 
tomber le signe de la moyenne sous la forme 


M = SE F sin ÿ, (6) 


où vw est l'angle entre À et F, En tenant compte de ce que 
e CosŸ = & — const (7) 


(voir problème 2.35) et éliminant de (6) e 
et 1, il vient 


| 3aF | M? 
M = 2 Vie mat ° (8) 


En intégrant l’équation (8), on obtient 


M = M, cos (Qt + B), (9) 
où 
PE, Me VAE 
et 


 — _— Fig. 102 
e= V.1— (1 —e2) cos? (Qt +B). 


Donc, la trajectoire est une ellipse oscillant autour de la direction 
de F et variant en accord avec les oscillations son excentricité 
(Eig. 102). La direction du mouvement de la particule sur l’ellipse 
varie également (avec le signe de M). La période de l’oscillation de 
l’ellipse 2x/Q est beaucoup supérieure à la période de révolution 
de la particule sur l’ellipse T. 

c) Dans le cas général examinons également la variation du 
vecteur À. En recourant aux équations de mouvement, il est aisé 
d'obtenir | 


À = [FM]+(v FI]. (10) 
Pour la prise de la moyenne de (10), recourons aux égalités 
= T)" 0, | 
q=<FE)=0, 
(eÿ) + (ua) = Lau) =0, 


(cÿ)— (ya) = À 


(11) 


Le D eq ee cogne 
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Il vient 
(À) = [FM]. (12) 


Bref, pour les moyennes de M et A prises sur la période (le symbole 
de la moyenne est négligé dans la suite) on obtient le système d’équa- 
tions 

À = (FMI, 


am 


: . (13) 
Les comiposantes parallèles à F de ces vecteurs se conservent : 
MF = const, AF = const, (14) 


ce résultat peut être obtenu aisément à partir d’autres considérations, 
Pour la composante transversale de M 


F(MF 
M =M— FE (15) 


on obtient de (13) l’équatjon 
M, +Q2M, —0. (16) 


Sa solution sera transcrite en introduisant 
le système de coordonnées OX,X,X,d’axe 
X, parallèle à F: 


Er a7 
M,= B, cos Qr+C,sin Qt J ) 
Maintenant on tire de (13) 
A, = À (B, sin Qt — C, cos Qt), 

(18) 


Fig. 103 


A = (B, sin Qi— C, cos Q). 


Les constantes B, ;, C, , se déterminent, comme il fallait s’y 
attendre, par les valeurs initiales des vecteurs M et A. 

L'’extrémité du vecteur M décrit une ellipse dont le centre se 
trouve sur l’axe X, de plan u parallèle à OX,X, (fig. 105.). L'’extré- 
mité du vecteur À décrit également une ellipse de centre sur l’axe 
X: dans le plan © parallèle à u, qui est semblable à la première et 
a subi une rotation de x/2. En outre, À est toujours perpendiculaire 
à M. Le plan de la trajectoire est perpendiculaire à M, le vecteur A 
déterminant la direction sur le périhélie de l'orbite. 

Bref, le plan de la trajectoire pivote (est en « précession ») autour 
de F. L'’angle formé par le plan de l'orbite o avec F oscille dans ce 
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cas autour d’une certaine valeur moyenne. Autour de cette valeur 
moyenne osCillent également l’excentricité et l’angle engendré par 
la projection de F sure plan p et la direction sur le périhélie. Tous 
ces mouvements s'effectuent avec la pulsation Q. 

Rappelons qu'on a négligé les corrections du premier ordre en F 
si ces dernières n’aboutissaient pas à des effets accumulés. La solution 
est valable pour le laps de temps correspondant à quelques périodes 
de précession de l'orbite. 

La prise en compte d’approximations suivantes n'impliquera- 
t-elle pas la variation de la nature du mouvement (par exemple, la 
fuite de la particule à l'infini)? La solution précise du problème du 


mouvement de la particule dans le champ U = — _ — Fr, possible 


en coordonnées paraboliques (voir problème 12. 12b), montre que 
pour £ 0 et pour des F suffisamment petits on n’observe pas d'’ef- 
fets semblables. 

Soulignons que l'apparition de variations accumulées de l'orbite 
sous l’action de perturbations aussi petites que l’on veut est en rap- 
port avec la dégénérescence du mouvement non perturbé. 

On peut trouver la solution de ce problème, en utilisant la théorie 
canonique des perturbations, dans [5], $ 7.3. 

2.37. Selon le théorème de Larmor (voir [2], $ 45), l'orbite de la 
particule dans un champ magnétique uniforme X{ est en rotation 
age 
| 2mc? 
où g est la charge de la particule. Dans ce cas les vecteurs M et A 
varient avec les vitesses 


M,—[QM] A;=-[2A] (1) 


autour du centre du champ coulombien à la vitesse Q — — 


Les vitesses moyennes sur la période de variation des vecteurs M 
et À sous l’action d’une force constante F = q£ ont été déterminées 
au problème précédent (voir formule (13)): 


Me lFAL Âo= (FMI. (2) 


Les vitesses moyennes de la variation des vecteurs M et A soumis 
à l’action des deux champs sont : 


M=M,+M, A—A,+A.. (3) 


a) Dirigeons l'axe x suivant le champ électrique si l'axe y 
suivant le champ magnétique. L’équation (3) prend alors la forme 


e | . 3aF 
uw A=Q4— SM, M=S A. 
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La solution de ce système est: 
A — Bcos (ot+B)+cC, 
À, = B sin (ot+p} 
M = SE B sin (of+B)+ C, 


où o Q2 + _—_—— tandis que les constantes B, f, C se 
définissent à partir des valeurs initiales de À et M. 

Bref, l’extrémité du vecteur À se meut sur une ellipse dont les 
axes sont parallèles aux aves x et y (fig. 104) et le centre se trouve 


Fig. 104 - 


sur l’axe x. L’orbite oscille dans ce'cas (ou tourne pour, QB => wC) 
l’excentricité variant périodiquement. Pour 9aF?B > AmaQwC, 
l'orbite elliptique s'étire périodiquement en Ge segment. 


b) En posant Q; — ee N=A7} re. on peut écri- 


re (3) sous la forme M = [@ M] + IQ,N], N = IQN] + [Q. MI. 
En additionnant et en soustrayant ces équations, il vient 


Ji, 2 — [@1, 292, SA 


J:—="2(MæEN),, ©: = +97. 


Donc les vecteurs J, , tournent avec des vitesses angulaires 
constantes @, ,: 


J, , (€) = J4,, (0) cos ©, ot + 
+ | re ; Ji, 2 (0) | sin O1, ot + O1, 2 er un (1 — COS O1, DE 


les vecteurs M = J, + J, et A — y (J, — J,) se déterminant 
complètement à partir de leurs valeurs initiales. 

On n’analysera pas en détail cette réponse. Notons seulement 
que ©, — @, si les champs électrique et magnétique sont mutuelle- 
ment perpendiculaires. 
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2.38. Soit une particule qui se meut sur le plan xz. Les équations 
pour le vecteur A (voir formule (10) du problème 2.36) peuvent être 
écrites sous la forme 


À, = — 2 (5222 2222) = À 8: M — 28 + zz?, 


À, = 98 (4xaz — 22°) = À 2 M +98 Lx, 


où M = m (zx — xz) est une fonction du temps qui varie lentement. 
Après la prise de moyenne pour ces équations, il vient 


À, = 68M (2)=—9L 4m, 
À, — 4B8M (x) = — ose A M, 


où a est le grand demi-axe de l’ellipse. D'où il vient 


4: 34, 
À, — 24, 


autrement dit, à la différence du problème 2.36b, l'extrémité du 
vecteur À oscille non pas sur une droite mais sur une hyperbole 


A? = ni 3. 42 + const. 


La dépendance de À du temps peut être obtenue sur la base de 
l'équation 


dans laquelle M et À, doivent être exprimés comme des fonctions 
de À4,. | 

Par exemple, au cas où à l’origine on a .4, (0) = 0, À, (0) — 
— ep (es étant la valeur initiale de l’excentricité), on. obtient 


A,=—4 V2 (ae), M = V à maa (c2— x2), 


_ Az n 74 3+ 26 
FT ARRETE 


Avec le.temps l’orbite pivote lentement dans le plan xz et se transfor- 
me en un segment formant avec l'axe x l’angle 


D 3— 3e 
= — arctg V à k k = PRE! 324 
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durant le temps 
RE 
î c 
{ ma | dx 
TB Te )J Ve 
ou — 


L’ intégrale qui y entre se réduit à l’intégrale elliptique complète 
de première espèce (voir note au problème 1.7 et [10], p. 96-97) 


6x y 10c Bas 


ù T est la période du mouvement non perturbé. 


2.39. La fonction de Lagrange du système (g étant la charge 
de la particule) 


œ g [mr] 
r c Tr 


Dr 


ne diffère de celle étudiée dans [2] (problème 9 du $ 105) que pour les 
notations. Les équations de mouvement 


ARR [Mm |, ° 
8q (Mm) 


7 mècrs 


À= nr] [AM] + as 


après la prise de la moyenne sur la période T du mouvement non 
perturbé fournissent les équations décrivant la variation systémati- 
ue des vecteurs M et A: 


[Mr] 


(M)=1[9"M}, QT (1) 
()=IRA;, Q=0 30), (2) 


où a et e sont le grand demi-axe ét l’excentricité de l’orbite non 
perturbée. L’équation (1) peut être récrite également sous la forme 


(M)=(9M], (3) 


car le vecteur  — Q' est parallèle à M. 

(2) et (3) montrent que l'ellipse parcourue par la particule subit 
< en bloc » une précession de pulsation . Une autre interprétation 
peut être fournie sur la base des équations (1) et (2) : dans le système 
de coordonnées en rotation avec la pulsation @’ le vecteur M, et 
avec lui le plan où se meut la particule, demeure immobile, quant 
au vecteur À, et avec lui le périhélie de l'orbite, il effectue une rota- 
tion de pulsation constante @ — Q' autour de la direction de M. 
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Notons encore que la moyenne des grandeurs 1/r° et r/r° s’obtient 
plus facilement en passant de la variable £ à l’angle 


F PAL 21 
1 =. 2 dt _ m dy __ 21m 
{<)=3 | (0 TM r(O) — ne (Hecosp)dp=-s 


et 


r 
F) =PA; 
y (A s 2 
_ Ar 7j ___m  { cos ame 
pe A?T | Tô de ATM | r@ TUE * 
0 0 


2.40. En prenant la moyenne des équations (voir formule (10) 
du problème 2.36) 


À = (FMj+ (v{rF)}, 


tenons compte de ce que (F) = 0 et que selon les équations du mouve- 
ment non perturbé 
‘À + r av ; 3ar(rv) 


= —— = 
Fe dt res dt T3 rô 


On obtient ainsi (voir problème ae 


a (10 Pi : HAN = CC 


2m2as (1—e2)5/2 


Il s'ensuit que la vitesse de variation du vecteur À est orientée 
du côté opposé au vecteur même A. Or le vecteur A est dirigé vers 
le périhélie de l'orbite et vaut en grandeur À — «e. Donc la force 
additionnelle n’engendre pas la précession de l'orbite mais implique 
une diminution de l’excentricité. 

On peut de même montrer (voir [2], $ 75, problème 1) qu'avec 
la perte de l'énergie et du moment la particule chutera en fin de 
compte au centre. 


$ 3. Section de diffusion dans un champ donné. 
Choc de particules 


33.1. a) Comme il est facile de voir d’après la figure 105, l'angle 
d'écart de la particule 8 est égal au double de l'angle d’ inclinaison 
de la tangente relativement à à la surface au point de choc. D'où 


dæ . b Z ce , ’ 
ter = RO aa 


8—0734 
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De là on tire 
4) 
p?=02— a?tg 3 
et 


6 d0 a? do 
do = ñ|dp?| = 4° ET co @2) — you d 
«008$ + 


L'écart de la particule d’angles différant de zéro (pour p — b) est 


Fig. 105 


possible jusqu’à la valeur 6, — 2 arctg À (pour p;+ OU). 
Bref, 


ee pour 0O0<6<06,, 
do — 4 cost LI 
0 pour 6,,<<8. 
1+n 
2 p \1-n do 
b) do— A1-" (ncotg +) — —<— 

| 2 L 6 

(1—n) sin 0 cos? F 


Pour n-> 1 la section donnée vaut 

do 0 pour 8=6,=2 arctg À, 

do | oo pour 86<64. 
Ce résultat est faux. Pourquoi? 

b A 6. do 

(4 tg ——b 

L L - sin? _ sin 0 
c) do — | 
| pour 0<60<8,,= 2 arctg (=) : 
Co pour 6, << 8. 


3.2. Le paraboloïde de révolution p° — 2. 
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Les trajectoires des particules diffusées dans le champ et sur le 
paraboloïde convergent-elles quand r — co? 
3.3. Pour E > V 


E 7 (r cos +—1) (n—cos +) + 


do= | 3 à cos À (4+4n2—2n cos —) À : di 
| pour 0O<0<06,, 
| ( 0 pour 0, —2arccosn <60< 1x, 
où 
n=V1—V/E. 


Quelle est la raison de la différence entre cette section et celle 
de diffusion sur un puits (cuvette) de potentiel (voir [1], $ 19, problè- 
me 2}? 

3.4, à) 


aa a? 
É (+- jer) pour + 
(0 pour E<< T 


Comment variera la section avec le changement du signe de œ? 


x(2Y/ LÉ) pour E> , 


b) o— ge 
() pour Æ or 
3.9, a) Examinons le RANOESRe d'un faisceau de particules 
dans le champ U ". = ——. Les gra- Cf 
phiques de Uefr (r) = = — — sont don- 
E 


nés sur la figure 106 _— différentes au 
valeurs du paramètre d'impact 0. 
Pour des p grands (courbe 7) la parti- 


cule est diffusée et s'approche du centre To Tmin 
du champ à la distance rs (op) définie 

par la condition Ueft (min) = Æ. Avec 128 

la diminution de p on voit diminuer Fig. 106 


AUSSI min jusqu'à la valeur de r, in- 

clusé qu’on atteint pour p = p, (courbe £). Pour des valeurs en- 

core plus petites de p, la particule chute au centre (courbe 3). 
Les grandeurs r, et p, se déterminent d’après les conditions 


Uert (ro) = E, Ut (ro) = 0 
s* 
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et valent 
n=(n—2) (ENT me 


Si R> ro, sur la bille tombent des sa AVEC rmin SL À et 
la section de la chute 


O = 10° (mm = R)= TR? (1+ EE). 


Si À <ro, sur la bille tombent des particules qui chuteraient 
au centre, et la section de chute 


| (n—2) « de 


(n—2) a |" 
_ 2E) ° 


= np = 


b) o=x(27/ +-$ au cas où 2VYE >, ER'<Y. 
Si l’une de ces égalités au moins n’est pas satisfaite, alors 
— Ÿ _P 
G=nR (lt Er per). 


3.6. a) do = —TErne où 
4 (144 sin =) 


= &REURE +) 
TT 


Comment interpréter le résultat obtenu avec & + 2RE = 0? 
b) Dans le plan de la trajectoire de la particule, introduisons les 
coordonnées cartésiennes d’axe x dirigé suivant l’axe du faisceau 
ét d’axe y, suivant le paramètre d'impact. Le mouvement de la 
particule dans la région r < R est une oscillation harmonique le 
long de chacune des coordonnées, de plus à l'instant origine de cette 


oscillation (pour & — 0) y, = p, Vo = 0, 9 = —V R?— pÙ, To _ 
= v, de sorte que 


= — V R2—p? cos ot+— sin @f, y—pcos of. (1) 


L'instant de sortie de la particule de la région d'action des forces 
est déterminé par la condition. 


a +y = (2) 
quant à l'angle 8 entre la vitesse de la RE à cet instant et l’axe 
x, il:est, régi. ‘par La condition: RE cd 

De D oi | ÿ” eu #+ 
sin = à _ sin Lot. (3) 
5 Ÿ DU 


À» 
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En reportant (1) et (3) dans (2), on obtient l’équation 
p*— p2R2 (1 +21 sin2 0)+ +R (1+A)2sin20—0, 


où À — D'où 


es ù 

2 —". 
p? , = ee ({+Xsin20 + V cos20— }2sin?06 cos? 6), 
et, par suite, la section 


2 2 
= n (Idp?] + Idp!l)= nd (pt — p}) =-É CHEN 


2V 1—#sin°0 


Si À >> 1, la diffusion n’est possible qu'avec des angles plus 


, tandis que pour 8 — 6,, la section = 


croît indéfiniment. Cette particularité de la diffusion s'appelle 
irisation (voir [11], ch. 5, $ 5). C’est une particularité de ce genre qui 
conduit à la formation de l’arc-en-ciel par diffusion de la lumière 
par des gouttes d’eau. 

Voir également des exemples d'’irisation dans les problèmes 3.8, 


3.10. 


’ .…. Ro? 
petits que 0,, = arcsin —; 


3.7. à) 
à _! Re pour OL, =n—, 
si 0 pour 6:06... 
b) Lors du calcul de l'angle de diffusion (voir [1], $ 20) 
. ( Fyde Lo V VAE 
2E E R? 


— 00 


tenons compte de ce que 


. -| I Le pour — | R2—p2<x<Y R2—p?, 
L 
0 pour |[4z|> ÿ R2—p?. 


De là on trouve p? = RE 47 V 1—62/0?,), où (0, —V/E, et 
B:: 
par suite, do=n(|dp?|+]|dp;|)=sd(p{—p;). Et, en définitive 


R? do 
—————— 0<LO<0», 
do= € 20m V 0% —6 D sS. 

0 pour 66. 
Comparer cette réponse avec celle du problème 3.6b dans lequel 
on a envisagé un potentiel qui différait de signe du potentiel donné. 
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3.8. L'angle de déviation de la particule 


_ _3n$ na 


se calcule aisément d’après la formule générale *). La courbe 86 (p°) 
est représentée sur la figure 107. De (1), il vient 


Pi ZE6 (V1+8-1), 
P3.s= 286 (1 F pi — 


* no? 
où 0, — 12EF La section vaut 
do = x (1dpf| + [dpi + Idpÿ|) = nd (— pi + p5— p$) = 
_ un ( 1+ 0/28, 2— 6/8» 
BEË \ VIF 60m  V1—0/0m 


Pour la validité du résultat obtenu il suffit que chacun des termes 
de la somme dans (1) soit beaucoup inférieur à l’unité. L'estimation 


— 1) do. (2) 


a 
go | de 
| 
8, 4 
Fig. 107 Fig. 108 


montre que pour cela il suffit que soit remplie la condition 6 € 1. 
L'expression (2) a été obtenue pour 8 << 8. Si 8, & 1, on a pour 
0» <90 € 1 la section 


_ 21 _ ON 1+0/20m 
PU ne 1 ) do. 


La dépendance de de 8 est représentée sur la figure 108. Pour 


8 — 0 et pour 6 —+ 8, Je section _ croît indéfiniment. La section 


de diffusion dans l'intervalle d’angles contigu à 0 — 0 est infinie, 
car la diffusion à petits angles correspond à un grand paramètre 
d'impact 

*) Iles beaucoup plus simple de prendre les deux termes de la somme 
dans le problème 2 donné dans le $ 20 de la référence [1]. 
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La section de diffusion dans l'intervalle des angles 0, — ô << 
<0 <6, 


6 
Us do an2ô1/2 
On — 0 dd = 
do 2E05/2 
8,6 m 


est finie et tend vers zéro quand Ô —+ 0. | 
Quelle est la relation liant le nombre de particules ayant atteint le 
compteur à la dimension de ce dernier s’il est frappé sous l'angle 6,,? 
3.9. La vitesse de la particule après diffusion, comparée à sa 
direction primitive, s'est avérée déviée de l’angle 


ft œ 
EE er a = (1) 


Le compteur de particules diffusées enregistre avec les particules 
déviées de l’angle [8 | x également les particules ayant au préa- 


a) 


lable effectué plusieurs révolutions autour du centre (fig. 109, a). 
L'angle de déviation observé x se trouve dans les limites 0 << 4 <7 
et est relié à 6 par la relation 


—0 = Qui + y, (2) 


où au signe supérieur correspond ! = 0, 1, . .., et au signe inférieur 
= 1, 2,... (fig. 109, b). Il s'ensuit de (1) et de (2) que 


9 à na? | un 1 ) 
pr Go Let (ee) 
La section est 


O0 O0 


dom } [dp? (x, 1, +)1+x 2 Idp? (x L —)|. 
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En tenant compte de ce que EG HD € 0, PE > 0, 


il vient 


do=nd| — 3 p2(x, 2 +)+ 3 p2(x 1, —)]= 
1=1 


1=0 
__ na? d ( 4 —=)= na? (2n2— 27% + %?) 46 
Nc 2 —% 4 / _  2y2(2n—%} sin Y | 
La section 2 devient infinie quand 0 x. Dans ce cas cela 


aboutit à ce que la section de diffusion sous un petit angle 
{TT 


solide Ao — \ 2n sin { dx = nYx$ vaut 
a—%0 
2 À à / A0 
a O O 
wi | &u-eÆ. 
T—Xo 

L'apparition de la singularité de la section différentielle est due au 
fait que l’angle de déviation égal à x est atteint pour des valeurs 
du paramètre d'impact p (x, !, +) différentes de zéro. Dans l’angle 
solide Ao, qui est proportionnel au carré de la petite grandeur Ay = 
= %o, se précipitent les particules ayant traversé avant la diffusion 
les éléments de surface 2npAo dont les aires sont proportionnelles 
au premier degré de Ap & %,. Cette singularité de la diffusion est 
appelée rayonnement (voir [11], ch. 5, $ 5). 

Une singularité analogue s’observe aussi lors de la diffusion de 
l'angle y — 0, toutefois, dans ce cas, elle est masquée par une section 
infinie par suite de la diffusion des particules avec des paramètres 
d'impact aussi grands que l’on veut. Par exemple, le rayonnement 
dû à la diffusion en avant pourrait se manifester avec la limitation 
du diamètre du faisceau de particules incidentes frappant le centre. 

3.10, a) La condition £ © V implique, comme on le voit aisé- 
ment, un petit angle de déviation au cours de la diffusion. La varia- 
tion de l’impulsion 


o 2V V x 
TS | U(lp+ vil) dt PV veu 
OÙ ZT —= Hp. 
L'’angle de déviation 
AD. VV x 
Dee om e (1) 


+ 


On n’est pas arrivé à résoudre cette équation en x sous une forme 
analytique. Toutefois, en utilisant le graphique de la fonction 
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__V Tr. 


ze * (fig. 110), on voit que pour 8 <6,, — E de 


l'équation ({} 


présente deux racines. 
En utilisant la relation 


de = Ÿ Va (1 — 272) e—*? dx 


E 


40 
ao 


Fig. 110 Fig. 111 


et en tenant compte de (1), on peut représenter la section 
21 
do= n(|dpi} + Idpi|)= 5 (mi das — 22 dt) 
sous laï forme 
__ do x$ x?  \ 
do =, Ge + )° 
Pour 68 € 6,, il s'avère que 2, € 1, & © 1, et 


do 
2x26 


do = 


Pour 6, — 0 € 0, il est possible de résoudre (1) en développant 
re-* en série près du maximum. Il vient 


: 14T V1—6/ô» re do 
OR = TT 
Æ 24202, V 1—0/0m 


Le graphique do/do est représenté sur la figure 111. La singularité- 
pour 6 = 6,, est intégrable (comp. avec problème 5.8). 

Y a-t-il une relation entre l'apparition de la singularité de la 
section pour 6 = 6,, et la méthode approchée de résolution du pro- 
blème?} 


b) do — do (HA Lo xè 2 


Een tel 


n202 1 2x, Tr, —1 
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QU 
Ty,e 2E0 \2 
(1+ 21,2) av ) | 
Pour 
nav nV do 
PElm= sg 00 AE 
Pour 8» —-0<0,, 
He V 3do 


2 2%208, V 1—0/m 


3.11. a) Avec le choc la particule dont la vitesse était v acquiert 
da vitesse v’ = v — 2n (nv), où n est le vecteur unité de la normale 
à la surface de l’ellipsoide. Après substitution de 


v=v (0, 0, À), n=+(< ÿ +), 


N'\ar? br? ci 
il vient 
2x2 2yz 2z2 
V0 (as 1 ur) c) 


Introduisons les angles polaires déterminant la direction de v’: v’ — 


== V (sin 8 cos p, sin 0 sin p, cos 8). En comparant avec (1), on 
obtient 


2 2 | 2 \2/a , y 
tBp= cos0—1— 5, sin? 6= (5) (Fr +i). (2) 


La section est 


IR — __| 2(x, y) | 
40 = dx dy = EE | dejdp. 
-où la dépendance de x, y de 0, p se détermine à partir de (2) et de 
l'équation de l’ellipsoïde. Pour le calcul du jacobien il s'avère com- 
mode d'introduire une variable intermédiaire w telle que 

x = au cos p, y —= bu sin p 
De (2) on 'obtient 
2zu 


Nc ? 


tandis que de l'équation de l'ellipsoïde il vient 


ô 2 


Tu: 


: 2zè 
sin 0 = 1—cos0=-r, tg 
= 2 2 2 45752 2 +92 _Ÿ 
u? = a? cos® p + b° sin° p + c°tg" =. 
*) Comme il est connu de la géométrie différentielle, 
a y? 2 ! 
n © grad (++ , 


:N se déterminant par la condition n° = 1. 
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Ensuite 


Et en définitive 
2-2h2 
a*b*c? do 


— 
e——— 


4 cost _ (a? cos? @ + b? sin? p—+ c? tg? _ 
A l’aide de quelle transition limite peut-on obtenir de ce résultat 
la section de diffusion sur un paraboloïde? 


b) do = a?b?c? do . 
7 cos8 8 (a? cos? @—+ b? sin? p+-c? tg? 6)? ? 
cos 0a2b?c? do 


CAE sin4 6 (a? cos? @+ b?sin? + c? cotg206)3 * 


3.12. a) La variation de l’impuision avec la diffusion est 


___ f at) 
Ap=— | —" dt. (1) 
Avec la diffusion à petits angles, dans le second membre de (1) on 
peut porter r (£) = 0 + vi, où p L v: 


O0 


Ï U(p+vi)dt=—-2 202%) (2) 


os op vp 


U2 


à] 


Supposons que l’axe z est parallèle à v, tandis que l’axe y est 
perpendiculaire à a. Alors 


Tax P° Tax PxPy 
aps, ape En ) 


La direction de la vitesse après diffusion sera caractérisée par des 
angles dans le système de coordonnées sphériques 


APy AP 


VPN ES 6 


T1 s'ensuit de (3) de façon évidente que la diffusion s'effectue dans 
l'intervalle des angles 


igp—= 


ELA an 
2 Pr 2. 


*) Le remplacement dans (2) de la dérivation par rapport à r par la déri- 
vationjpar rapport à p (à condition que p1 væ) implique que la formule obte- 
nue ne détermine que les composantes de Ap perpendiculaires à Voo. 
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De (3) et (4) on obtient 


Nax Sin P COS P = Tax COS? P (5) 


— 
— 


Pa Cr go > Py 2E 6 * 
La section est alors | 
0 (Pxs Py) d 2 Fcos? 
no D ape do, = D] las aq = (Me) OS do. (6) 


(La sommation dans (6) est réalisée suivant deux valeurs possibles 
de p d’après (5).) 


b) do LL , 41 étant la composante de a perpendiculaire 


à vs. La section s'avère symétrique par rapport à v. (bien que le 
champ ne soit, toutefois, nullement symétrique par rapport à cette 
direction). | 

3.13. La variation de l’angle de déviation de la particule (comp. 
avec problème 2.17) est: 


4 9 e ÔU (r) dr 
Ge 2 je 00m (t) 
E 60 2 U (r) 


De l'équation 60—6,(p)+ 60 (p), on tire 
do (8 
= Po (8) — 88 (po (B)) a 
(comp. avec problème 1.8). La dépendance 6, (p), conformément 
à Po (0), se détermine ici Le ÔU (r) = 0. D'où la section 


_ do? 
UE 


dp3 (8 Fdpo (0 
PET 2p0 (0) 88 (Po (8) 


dOp — | d 
= F6 Fe pen) 
Le signe devant d/d8 est opposé à en se trouvant devant Neo 
a) Ô "dd — E dd sin 0 S 
b) 529 = 2V dd (a —0ÿ 
SH. myBE 4 VoGr—o, 
3.14. L'énergie acquise par la particule 


(p+Ap}: Fr? 
2m 


ce 7 2m 


& YAp 

ne se détermine en premier ordre qu’au moyen de la variation de la 
composante longitudinale de l’impulsion. Vu que la déviation de la 
particule peut être considérée comme petite dans l’expression de la 
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force 
_ OU (r,t) 
Per _ ô 
agissant sur la particule, on peut poser (après dérivation) r = p + 
+ v (t— T). p est ici le paramètre d'impact, tandis que + est l’ins- 
tant auquel la particule est située à la distance minimale du centre. 
Alors 


E=V À F(i) dt= e,e-*0° cos p, 


2. 
Een=Vr V: —— € Lure —= OT, 
quant à la section de diffusion des particules à t donné pour cos p > 
> 0 (cos ® <<0), elle devient 


æ_{ FCI pour 0<LE<E COS p (0>e> Een cos y), 
de 


0 pour |e| > e,ÏCos |. 


Dans le faisceau incident il se trouve des particules à t variées. 
Prenons la moyenne sur la phase @ (par exemple, pour & >> 0 d’après 
la formulé 

œ; 
46 us [a a = arccos *— ) 
de / 2x de 2: Le Em /° 


| —Œ 
et il vient 


{ Îe| 
ac ÿ | Ajer rose pour |e| CE, 


——— m 
ji () pour [El > Em. 
2 «1 2 _1»2 
9 45. aN M sin 6 d0  — V2 — 13 | 
N cos 0 y 1—% tg? 6 aVvo 


0OLSO<arctg À1, si V Lu, 
{n—arctg [A] 1 <O0< 7m si V Lu. 
3.16. = 6 (Tmax —T) (T —Tmin) aT, TR STET.. 


(Tmax — Tmin} 
Tin = DE Co VY Tax Fo (Co + V}2. 
œ mu? | 
LT. Acte pr, Es, . 
Epv FL. CD _ av s | 


su 


Vi = 
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9.18. +< OST pour m<Mm», 
8—=+ : 
— PE pour m; — Mo , 


0SI< pour my >> M. 


3.19. Dans le système de centre des masses après collision la: 
résultante de vitesse normale à la surface des sphères au point de: 
contact devient nulle, tandis que la vitesse tangentielle v, se conserve 
(fig. 112). La section de diffusion exprimée en fonction de l’angle y 
de déviation de a particule dans le système de centre des masses 

| est de la forme 


do = x | do? | = 4a°x | d cos? 4 | = 
= 4a? cos y do. 
Pour passer au système de laboratoire, 
de l'égalité 


to 0 — VpSiN%X Sin £CosY 
Be Up COS X—H+vg 1+cosi y 
on tire ‘ 
COS? X1,2 + cos? 0 — 1 + 


Fig. 112 


+ _ cos 0 V 9 cos2 6 — 8. 


Compte tenu des deux liaisons possibles de % avec 0, on obtient 
do — Ana? (|d cos? %,| + |d cos? x,|) = 4na?2d (cos? x, — cos? 1) — 
— Lg? 5—9 sin° 0 
V1—9sin?6 


» 


avec 0<60<arcsin _ x 

Si les sphères incidentes sont identiques aux sphères demeurant 
initialement au repos, et il n’y a pas de raison de les distinguer après 
diffusion, on doit alors ajouter à la section obtenue la section de 
fuite des sphères initialement au repos dans l’angle solide do : 


do’ = 4a? cos 8 do (0 < 8 << x/2). 


3.20. I (x) = Z (0) er"ox. 
3.21. AN = onn | vi — va | dV dt, 
3.22. 


T 
a) Fr =2nmvn | f (6) (4 — cos 8) sin 0 d8 *) ; 
0 


*) La grandeur | es (4 — cos 6) do est appelée section de transport (pour 


la distinguer de la section totale | Se do) . 
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b) (@2)= 27 (+) ne f (6) sin 6 d8 ; 
0 


l'est ici le trajet accompli par la particule de masse M, v sa vitesse: 
et n la concentration de particules légères. 


$ 4. Équations de mouvement. Lois de conservation 


4.1. En posant x = 0 pour t = 0, on oRtent C = 0, tandis qu’à 
partir de x = a pour t = 7, il vient B — — A7. Sur la base 


de la fonction x (t) = Aë + (+ — AT t on calcule l’action. 


T T_ , 
= | L(x, z)dt— ( (54 Fr) a 
0 0 
__ mA?rÿ ma? FATS Fat 
6 og gd me 


De la condition 2 =0 définissant le minimum de l’action on 


tire A=-2. Il est évident que la loi du mouvement 


2m 
20 + (Em) 4 


2m 
s'avère, dans le cas considéré, précise. Toutefois, la solution donnée- 
du problème ne permet que d'affirmer que cette loi est, dans un 
certain sens, la meilleure de toutes les lois pensables de la forme. 
proposée. 

Pour se convaincre que la loi de mouvement trouvée fournit une: 
valeur de S plus petite que celle obtenue avec toute autre loi quel- 
conque x (t), c’est-à-dire qu'elle est vraie, il faut s'assurer qu'elle. 
vérifie l'équation de Lagrange. 


. vt— a pour 0 << to, 
2. x(t) = Vui—2U/m(t—1)+a pour tb <t<T, 
y(t)—at/r, 


où v,=(2aU/mr)"*, t,—= a/v.. 
4,3. En partant de la relation 


L(Q, 0, =L(a(Q, d, a(Q, 0,9, D=L(a, -0+SE,t) 
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on obtient 
OP RON 0 00 0-00 
—— ai e dt 0Q 9 
q ôq 
6 _ôL 8g | 6L ôq 


80 ‘ôq 60 ô0 "20 


_o& d Ôq 


Compte tenu de ce que 50 — à 60” il vient 
Ho (se 2) (1) 

& 56 00 Q\E ;, . 0 
Donc de la validité de l’équation FDP RE Le s'ensuit la 


“validité de l'équation analogue 


5 60 — 
Au cas-de plusieurs degrés de liberté, au lieu de (1) on obtient 


4 6Ù Œ _s ôqx { d 6L L.\ 


D ES ne 


” dg __dg dv | 
a=g(Q,7t), dt dt dt ? 


dd), 0 20, 
nr dt l ô1” dt  6Q dt dt 


4.5. L=— — (14) 0 (2, 2=<. 
PRES 
46.1=-y/1-(4), 


Le problème proposé est tout formel. Cependant la fonction de 
‘Lagrange donnée, tout comme la transformation étudiée (« modifiées » 
par introduction de facteurs de dimension) ont une signification 
physique fort simple. en théorie de la relativité (voir [3], $ 4, 8). 


4.7. Pour P=L2, E go PÔ— L on trouve 
00! 


(4) 
à .P= Ÿ EUR . En -5->3 nd 2. 
“#à «R ke * 


n: “É LE ER 
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4.8. En se servant des formules du problème précédent, il vient 


a) p=mr'=p, py=mr2(p +Q)=py E'=E—Qpy; 


b) Px= Px COS Qt— p,, sin Q, | 


Py = Px Sin Qi + p, cos Qi. (1) 


Il s'ensuit de (1) que p’ = p, tandis que les égalités mêmes traduisent 
la loi de transformation des composantes du vecteur avec le passage 
au système de coordonnées ayant pivoté de l’angle Qf. Soulignons 
que p'=Æ mv' (comp. avec [1], $ 39). 9 


4.9. a) E'=—E—Np, p'=p; 


2 

b) {EE —Vp+ ee, p=p—mV. 

Ce sont deux expressions de l’énergie 
différant d’une constante. Habituelle- 
ment, on se sert de la seconde expression, 
car elle correspond justement à la défi- 
nition de l'énergie selon la théorie de la Fig. 113 
relativité. 

4.10. Admettons que g; = f; (t) décrit le mouvement du système 
(trajectoire AB sur fig. 113). Etant donné que la forme de l’action 
ne varie pas avec le passage aux variables 9, t’, les égalités gi — 
— f; (t’) décrivent également le mouvement réel du système. Expri- 
mées en fonction des variables g;, t à la précision du premier degré 
en £& près, ces égalités prennent la forme 


qi (t — Ôt) — jf; (t) — Ôg:, 


Ôq; = ET: (f()1), ôt — EX (j (6), à) 


(trajectoire A'’B’ sur fig. 113). 

. Des petites variations de coordonnées et du temps du début et 
de la fin du mouvement, lors du passage de la trajectoire AB à la 
trajectoire A’B', impliquent un changement de l’action: 


S'A'B — S'AB = EE — ôt)+ Ÿ = — 69) |: 


LS Lg —E(, 
à Qi 

0S ôL 

(7 


9—0734 
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D'autre part, selon la condition du problème, Sup = Syrp, de 
sorte que 


E (ta) eX (gas ta) — 2 Pi (ta) ei (gas ta) = 
= E (t3) EX (nm tr) — 2 Pi (ts) E Vi (Qm tm) 


ou 
EX — > PiŸ: — const. 


Le théorème démontré est en fait l'unique conclusion de diffé- 
rentes lois de conservation. Son importance grandit en relation avec 
l'existence d’un théorème analogue relevant du domaine de la théorie 
du champ (théorème de Neter, voir [12, 13). 


4.11. 2 GX Y,)—LX—f=const. 


4.12. 2) RER 
b) moment cinétique ; , 
c) énergie ; 


d) M,+— p.=const, » est le pas de l’hélice; 


e) Ex — pt — const qui est l'intégrale de mouvement 
du centre d'inertie du système (voir [2], $ 14). 

4.13. a) L'énergie potentielle U (r) = —Fr et avec elle l’action 
ne varient pas au cours des décrochements dans la direction perpen- 
diculaire à F ainsi que dans les rotations autour de l’axe parallèle 
à F. Aussi les intégrales de mouvement sont-elles les composantes 
de l'impulsion perpendiculaires à F et la composante du moment 
cinétique parallèle à F. Comme la fonction de Lagrange est indé- 
pendante du temps, l'intégrale de mouvement est l'énergie. 

L'’affirmation que les différents points d’un certain domaine sont 
«équivalents » signifie qu’en tous ces points les valeurs de l'énergie 
potentielle: (et non de la force !) sont les mêmes. 

b) La transformation de similitude r’ — œr peut conserver la 
forme de l'action si, en même temps, se transforme le temps £’ — fé. 
L'apport à à l’action de l’énergie cinétique 


mv'2 r_ œ mu? 
Î N'= TR | 


ne varie pour B = a? , tandis que Lo de l'énergie potentielle 
— jo (”) dt = —a"$ | U (r) dt = a+? nn (r) dt pour n — 
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Pour profiter du théorème formulé dans le problème 4.10, écrivons 
la transformation de similitude infiniment petite en posant & — 
= A4<+Le, e — 0: 


= (M +e)r, à = (1 + 2e)é, 


de sorte que Y — r, À = 24, et l'intégrale du mouvement devient 

(VX — YW)—LX—mvr—-2Et-=cC. (1) 

De (1) il est . de tirer r (t), compte tenu de ce que rv — L SE 
= + Ct+ C4 


Si £ << 0, la particule chute au centre (avec r + co). Si E > 0, 
il est commode d'introduire à la place de C, C;, d’autres constantes 7, 
B et d'écrire (2) sous la forme 


= LE (tr) + B. 


Au cas où B => 0 la dépendance r (f) demeure la même que pour le 
mouvement de la particule à la vitesse v, — | 2£/met un paramètre 


d'impact p — ÿ B. Pour B < 0 la particule chute au centre. 

Les champs pour lesquels la condition de ce problème est satisfaite 
sont introduits, par exemple, dans les problèmes 12.6, 12.7, voir 
aussi [1, problème donné au $ 151. 

c) £ — Vp = const; 


d) rp—2ÆEt—const, où p— mv+ A, si A(aær)—@"iA (r); 


e) E£ — p,Q = const. 

4.14. mr — pt — const (comp. avec problème 4.12e). 

Cette intégrale de mouvement constitue-t-elle la huitième in- 
tégrale indépendante du système fermé (outre Æ£, M, p)? 

4.15. a) Soit l'axe z parallèle à f{. Le déplacement le long de l’axe z 
et la rotation autour de ce dernier ne modifient pasl’aspect de Aet, par- 
tant, la forme de l’action. Aussi lesintégrales de mouvement sont- elles 

re. =mz et M,— FPy— YPx = m (ay — ya) + (2 + y?). 
2 - 


En outre, “une intégrale de mouvement est également l'énergie 
ET (a+yet 2). 


Pz = 


b) E=(22+y+ 2), py= mÿ ++ Hz, 


D — mz (comp. avec le problème | 10.7). 
O%+ 
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Les considérations de symétrie permettent de déterminer les 
différentes intégrales de mouvement suivant le choix du potentiel 
vecteur pour le champ donné À. Mais toutes les grandeurs : Æ, p, — 
— p,, M,, p, sont des intégrales de mouvement, quel que soit A. 

416. à) E=+ (++), M,=m(ay—yz)+ 


em 
VER 
(l'axe z est ici choisi parallèle au vecteur m). (Comp. avec le problè- 
me 2.31.) 

b), Des propriétés de symétrie du champ donné on peut déduire 
les intégrales de mouvement suivantes: 

=mz. M.=p-=m'ot%, ET 2 ri 

pe=mz, M=po=mtpt, Es (+rp +). 
Toutefois le mouvement dans ce « champ » est un mouvement libre. 
En effet, la fonction de Lagrange 


mu? 
L — 


eu ? 
D 


e 


ne diffère de la fonction de Lagrange d’une particule libre que d’une 
dérivée totale en temps de la fonction ST (il va de soi que dans ce 


cas X, = rot À — O0). | 
Notons que dans ce cas, quand u est une fonction temporelle, 
Pz et M, restent des intégrales de mouvement. 


4,17. à) zx + x— 0. Une équation identique peut être obtenue 


de la fonction de Lagrange Z, (x, x) = x° — x?. Comme il est connu, 
si deux fonctions de Lagrange ne diffèrent que de la dérivée totale 
de la fonction des coordonnées et du temps, elles aboutissent à des 
équations identiques. La réciproque est toutefois fausse. 


b) + ax + or = 0, | 
4.18. a) Les équations de Lagrange pour une particule dans le 
champ Ü en coordonnées sphériques 
m (r— rp2sin20— r@?) + = 0, 
m (r20 + Qrr0— r2çp? sin 0 cos 6) + = : 
m (r29 sin? 0 + 2rrœp sin? 0 + 2209 sin 0 cos 0) + Le —= 0 
se ramènent facilement à la forme 


m (v): — (F;, 
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où les composantes de la force sont celles de — grad U: 
oU 4 OÙ {  oU 


Peer, lo à: 
D'où 
(v), =r— rq? sin26— r62, 
(V)o — r0 + 2rô — rq? cos 0 sin 0, 
(Vo = r® sin 6 + 2r@p sin 0 +. 2r6çp cos 6. 
S { d à ô \ ds? 
D} M 
° e hp Oh 
h=1 


4.19. a) La fonction de Lagrange 


L=<- LinqiQn — U (qi, Qos 3); 


se ramène aux équations 


3 3 
. x e e. OU 
M D, Senna tm D l'on = on (s = 1, 2, 3), (1) 


k=1 k, I=1 


TL [ Ogsh  Ôgis gr 
Len ua Gr | de — 0e ): 
b) En introduisant la notation q, (x, t) — t, on peut conserver 
tous les calculs ainsi que les formules du point précédent ne rempla- 
8 4 
çant que >, par >. 
1 î 
Quelle est la signification dans les équations (1) des termes 
contenant [, ;: (4 = 1, 2, 3, 4) , si gi sont des coordonnées carté- 
siennes dans le système de référence en rotation (voir problème 4.8) ? 
4,20. Vu que la fonction de Lagrange proposée ne diffère que du 


terme LL, = — _ œ cos 0 de la fonction de Lagrange d’une particule 
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libre, les composantes de la force en coordonnées sphériques (voir 
problème 4.18a) prennent la forme 


F:=0); 

F 1 ÔL,  egqsin0 

8 r æ — cr , 
RESTES 1 d ÔL, __ eg0 


et, en fait, correspondent aux composantes de la force de Lorentz 


= VHI=< (vrl. 


r 


Puisque = 0, l'intégrale de mouvement est alors l'énergie 


mu 
E — D 
Voyons comment apparaît l'intégrale de mouvement 
J=mirv)—<E—., 
CC Tr La 


La fonction de Lagrange ne varie pas dans les rotations autour de 
l'axe z, et, par suite, l'intégrale de mouvement devient 


Pe = Mr? sin? 8— cos 07; 


Quant aux autres pivotements du système, ils impliquent une modifi- 
cation de la fonction de Lagrange d’une dérivée totale de la fonction 
de coordonnées par rappoit au temps qu’on peut négliger *). Donc 
la projection J,. sur tout autre axe est également une intégrale de 
mouvement et, par suite, le vecteur J l’est aussi. 

L'action correspondant à cette fonction de Lagrange ne se modi- 
fie pas dans une transformation de similitude. Donc l'intégrale 
de mouvement est 


prr — 2Et — mrr — 2Ei 
(comp. avec problème 4.13b). 
4,21. Les équations de mouvement sont: 
— LT = Pa — Pr, = PB — Pa: 


Supposons que la source de tension soit un condensateur de très 
grande capacité C, et que sa charge à l'instant où qg, = 0 soit Q. 


*) Par exemple, dans la rotation autour de l’axe zx d’un petit ‘angle Ôa, 
il s'ajoute à L'ÔL—0a _ _. (cotg 0 cos p). 
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L'énergie du de source et inductance comprises, est égale à 
ES: Q+aY 1 LR. En déplaçant l’origine de lecture de l’énergie 


209 
et en passant à la limite Cy —> co, Q/C, étant égal à U, on obtient 


A 


EE Uu+ 


C'est justement à cette valeur de l'énergie que conduit la fonction 
de Lagrange proposée. 

De façon analogue, l'énergie de la particule m dans un champ 
uniforme d'intensité —#" ({t) est rs Fz. 


On peut aboutir à la même re de Lagrange en partant de 
la fonction de Lagrange d’un champ électromagnétique et de l’inter- 
action du champ avec les charges (voir [3], $$ 27, 28): 


L= 4 (82—H2 av + | Ajlav — | po dV (1) 


(dans le système d'unités de Gauss). 
En général, un champ électromagnétique est un système à un 
nombre infini de degrés de liberté. Mais le champ dans un conden- 


sateur ou dans un solénoïde se définit par la charge q, et le courant Que 
En utilisant les équations 


crot H—4Ani, div£—=4np 


(et compte tenu de ce que le champ se concerne en un volume limité), 
on obtient 


| Var | div 8 dV — 
= —— 7 | div (p&) dV— — — | 8 grad q dV = | & dv, 
et de façon tell 
+ jAiav= | 24, 
de sorte que 
L= r | (2 — 8?) aV. 


La fonction de Lagrange peut donc être exprimée au moyen des 
énergies du champ électrique du condensateur _. À &2 av = -Z- a 


et du champ magnétique de l’inductance L A? Pre 
(voir [3], $ 2, 32). 
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En présence d’un champ extérieur Y. créé par le courant j,, 
il faut remplacer dans (1) K, À, ji par K + Ke, À + A,, j + ji. 


Le complément à la fonction de Lagrange (1), compte tenu de l’équa- 
tion crot N.—= 4ni., se ramène facilement à la forme 


= | SE dV ++ Î Ai dv. 


En rejetant les termes ne dépendant que du champ extérieur et 


compte tenu de ce que pour un fil mince j dV — qi dl, où dl est 
l'élément de longueur du fil, il vient 


Z | AjdV = + | Adl= rot À, dS— a | te dS. 
En présence d’un champ électrique extérieur 8, (ou de champs 
complémentaires), il vient 


— | PP AV = — À GuPue 


(ga et Poe Sont la charge et le potentiel du champ extérieur de l’a-ième 
conducteur). 

À la variation de g,2 correspond donc une variation arbitraire 
des charges et des courants qu’accompagne une variation déterminée 
des potentiels. Il est aisé de se convaincre que dans cette variation 
doit se vérifier le principe de moindre action. 


4.22. a) Lab (92 — qu); 

b) L= : 

o Les Lits Li Get 
4.23. à) L— + ze + mglcos PT: 
b) Poe + 2 — ne . 


4.24. Soit ® l'angle de rotation du cadre autour de [l'axe AB 


relevé de la direction du champ magnétique, q le courant circulant 
dans le cadre (le sens positif étant celui de À vers D). La fonction de 
Lagrange du système est 


L= _ map + + Lo? + Sa?q sin ®: 
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Les intégrales de mouvement sont l’énergie 
1 : { ; 
E=- map + Lo (1) 
et l'impulsion conjuguée à la coordonnée cyclique g et ayant la 


signification de flux magnétique total à travers le cadre 


L : : 
PE Lq+ Ha? sin = y. 
Le courant dans le cadre se détermine donc de façon univoque par læ 
position de ce dernier 


g = (Do — SE a? sin pLAÀ 
En reportant cette valeur de q dans (1), il vient 


E=5maq+Uen(g), Uer(p)=(Do—éasinp)/2£. (2) 


Le problème du mouvement du système se ramène donc au pro- 
blème à une dimension. 

Voyons en détail le cas où 0 < D, << &£a?. La figure 114 fournit. 
le graphique de Uefs (@) pour ce cas. On y voit que pour £ > U,x = 


Fig. 114 


= (D,+ a?)?/2£;le mouvement du cadre est une rotation, o étant. 
une fonction périodique du temps de période 


x/2 à 
T = 2ma EE 
F J V E—Uet (q) 


Pour Unax > E > (D, — SPa?)/22 — U,, le cadre est soumis à 
des oscillations périodiques dans l'intervalle des angles mp, <p << 
TH — y, OÙ P, = arcsin Dre , en outre pour E —+ Urax 
la période du mouvement s’accroît jusqu’à l'infini (voir problè- 
me 1.5). Pour 0 <E << U,, les oscillations sont possibles soit dans. 
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l'intervalle @, << <,, soit dans l'intervalle nn — mp, << < 
«TI — Pis avec 


Do+ V 2ZE 


= garcsin à 
Pz À Ca? 


Comment se modifiera, relativement au mouvement qu'on vient 
de décrire, la nature du mouvement du cadre au cas où ce dernier 
offre une faible résistance? 

4,25. a) Les équations de mouvement du système peuvent être 
obtenues en partant de la fonction de Lagrange avec un complément 
tenant compte de la liaison (voir [4], $ 2.4) 


Le (+2) —mey + à (2— ax), 


où À est le facteur de Lagrange dépendant du temps. Les équations 
de mouvement 


mx = — Jar, (1) 
m2 — mg = À 5 (2) 


avec l'équation de liaison z — ax? déterminent complètement le 
mouvement de la particule. Dans les seconds membres des équations 
{1) et (2) figurent les composantes de la force de réaction suivant 
l'équation de liaison, il est facile de les exprimer en fonction de la 
coordonnée et de la vitesse de la particule: 


2ar? — mg) m 
Rem —uiR, Re ir 
ce VOTRE « 
mr — Mg COS p— Mrp = À 


b) mr2p+- 2mrrp + mgrsinp=0, 
r= |, 
La force de réaction est dirigée suivant r et vaut 
= —mg cos p — mlp*. 
4.20. 
L* = + (r2q2 + r2) + mgr COS p—+- À (p—{t) 
À = 2mrrQ + mgr sin Qt est la force généralisée correspondant 


à la coordonnée @ (moment de la force). 


v L s e 
4.27. à) E=—+ D qi. 


‘isi 
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b) La loi de transformation des premiers membres des équations 
de mouvement est donnée au problème 4.3: 


0q% 


k=) LR, (1) 
k 


Si la loi de transiormation des coordonnées n'implique pas explici- 
tement le temps, les vitesses se transforment suivant la loi 


. 7 On 


constituant la réciproque de 4 
Autrement dit, les composantes de la force R,; constituent un 
vecteur covariant, tandis que les composantes de la vitesse, un 
vecteur contravariant dans l’espace à s dimensions (voir [2], $ 83). 
Donc, en connaissant les réactions de liaison et de frottement en 
coordonnées cartésiennes, on est en mesure de déterminer les forces À, 


en toutes coordonnées généralisées. En particulier, si les frottements 


sont exprimés au moyen de la fonction de dissipation R; — — ci 


ôqi” 
la transformation F se ramène au changement de variables. 
4.28. Les équations mentionnées dans la condition s’obtiennent 
en éliminant À, des équations 


d ôL ôL 
d e u 9 9 ? 
L ôge ôqp 
L r 
Qn Bi 


et en tenant compte de ce que 


60  6ôL ôL 

ra —— + SE : pro 

Mn  ÔQn _ 0qp 
D ôL 0bpm 
Ôgn + S S' êQn Im: 


B—=1 m=r+1 ôqp 


Donc les équations de mouvement d’un système à liaisons non 
holonomes ne se ramènent nullement aux équations de Lagrange et 
ceci nonobstant le fait que les équations de liaison autorisent l'éli- 


140 RÉPONSES ET SOLUTIONS 


mination de la fonction de Lagrange de certaines coordonnées et 
vitesses. 

4.29. a) Tenant compte de ce que g, entre dans L, et L,:,, on 
obtient l’équation de Lagrange 


_d ôLh . ôLn ôLn Us OLn+1 
dt Ôqn Ôqn 0 (Agn) 0 (Aqgn+1) 
Pour a—>0 


(An =Qn—Qn-s).  (1} 


1 0Ln _. _ 0€ 1 En _ 0£ 
a à 0 (ôq/ôt) * «a ôqn 0q ? 
n 


0 (An) 8 (Aqn+1) ôz 6 (6g/ôx) * 


de sorte que les équations (1) se transforment en l'équation 


0 Ôô£ 0 0Z 0L£ | 
ot dou | 0x 60002) 0j (2) 


Les dérivées d/0t et d/0x se rapportent ici à la fonction gq (x, #) et à 
ses dérivées. 

Le système de N équations différentielles ordinaires (4) se trans- 
forme en une équation aux dérivées partielles (2). Dans un système 
continu, la variable x remplit le rôle de « numéro » du point. 

On ne s'arrêtera pas sur les conséquences physiques de l'équation 
(2), vu que l’étude de systèmes à un nombre infini de degré de liberté 
relève du domaine non pas de la mécanique, mais de la théorie du 
champ (voir [4], ch. 11; [2], $ 32). 


b) £= {ee 7 &) ci 


4,30. La fonction de Lagrange L —  — U (r) ++ A (r) v, 


où À (r) est le potentiel vecteur du champ magnétique K|= rot A 
(il est bien entendu que A (r) peut toujours être choisi sous forme 
de fonction homogène des coordonnées de degré n + 1). Si dans 
k: 
m1 . 
la transformation de similitude r—aœr, t— œ@ ‘t le potentiel 
vecteur se transforme de la même façon que la vitesse, c’est-à-dire 
si ñn — _ , alors L — a*L. Aussi les équations de mouvement de- 
meurent-elles inchangées dans cette transiormation et | règle de 
similitude mécanique se trouve sauvegardée (voir [1], $ 10). 
Il s'ensuit de la déduction faite que la règle de similitude méca- 
nique est également valable pour le champ magnétique constant et 
spatial, si toutefois dans la transformation de similitude sa valeur 


ER 
varie a? * fois (voir, par exemple, problèmes 2.30-2.33, 6.36). 
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Mmavà 


4.31. L'énergie cinétique du système est T= >» D: par 


a 


suite 


OT — Ve | D MaVala ] — Ÿ ro 

Avec la prise de moyenne sur un grand laps de temps le terme 
de la somme LS MaVaras constituant une dérivée totale par 
rapport au temps de la fonction bornée, devient nul (voir [1], 
$& 10). En reportant dans le second terme de la somme MoN o = 
= _ [va] et en prenant la moyenne sur le temps, il 


C2T+ RD reel) = AU). 


Les crochets angulaires { ) désignent ici la prise de moyenne sur le 
temps. En particulier, si le champ magnétique K est constant égale- 


e e 
ment dans le temps et = — —, on a alors 
(04 


2(T)+ ae I (M) = EU), 


où M— im, lr,v,l est le moment cinétique du système. 


: dA 
4,32. a) Ecrivons 7 SOUS forme de deux sommes 


dA . © e . ee e. + ee . ° e e e e 
CE [M (LiLoT3 + Lits + Mitots) — LU 33 — TU 13 — TaU 12] — 


— (met ŒU st Zu). (1) 


En profitant des équations de mouvement, on obtient 


Mai = Fi + Frs, may = Fa+ Fos, mes Pa For (2) 
2 


et en introduisant les distances relatives 


Ty — Lo —= ZX, Lo — Lg — Y, Ty — La — 2; 
écrivons la seconde somme (1) sous la forme 


RTC DE GT 0 


y® } x 
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En groupant les termes au même degré de z, on peut récrire (4) 
sous la forme 
#62 ( 1 Hay Hu  z+y | 


m ay 222% y5 2322 yà 


En y reportant z = x + y, on voit aussitôt que cette expression 
devient nulle. 

La première somme de (1) devient nulle pour des forces arbitraires. 
Pour le montrer, il suffit de recourir aux équations de mouvement 
en la forme (2) et d’y porter 

Van (mien) = — (ei 28) Fan. 

Indiquons enfin que dans le champ donné la transformation de 
similitude ne change pas la forme de l’action. Aussi, outre les trois 
intégrales mentionnées, existe-t-il une équation intégrale de mouve- 
ment (voir problème 4.13b) 


m (tits Tito + Tots) —2Et. (5) 


4,33. Avec le rapprochement de tout couple de particules leur 
énergie d'interaction s’accroît indéfiniment, aussi les particules ne 
peuvent-elles pas passer « l’une à travers l’autre » et elles conservent 
sur la droite leur ordre de disposition. 

Dans la collision de deux particules de même masse mais d’éner- 
gie d'interaction quelconque (garantissant l’impénétrabilité des 
particules) elles ne font qu'échanger leurs vitesses. (Cela découle 
des principes de conservation de l'énergie et de l'impulsion.) Si 
les chocs de trois particules s'effectuent l’un après l’autre, de manière 
que quand deux particules se rapprochent l’une de l’autre, la troi- 
sième s'en trouve suffisamment éloignée, il n’y a entre elles qu’un 
échange de vitesses, les collisions finissant quand devant se trouvera 
la plus rapide et derrière la plus lente des particules, c’est-à-dire 
que dans ce cas on a: 


Ve = Vs VO Vos Vs = Die (1) 


Dans le cas général de rapprochement simultané de trois particules 
les valeurs des vitesses ne se conservent pas du tout. 

Il est d'autant plus remarquable que pour les forces mentionnées 
au problème précédent la réponse (1) se maintient. On peut le montrer 
en utilisant les trois intégrales de mouvement: P, ÆE, A. Compte. 
tenu de ce que pour {> oo la fonction U;,, —> 0, en confrontant 
P,E, À pour t-+ +o et pour £— —, on obtient trois équations: 


v'+v, V3 Vi Ve + Var. | us 
C++ C0 LU +, L m0 (2) 


ne a j UA U, Use — E ViUoU 3. FE DEAR 
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En résolvant ce système par rapport à v;, on obtient six solutions 
différentes. Toutefois, toutes ces solutions peuvent être prévues. 

Il est aisé de vérifier que la solution (1) satisfait au système (2). 
Ensuite, vu que les équations (2) sont, vraisemblablement, symé- 
triques par rapport aux six permutations possibles de particules, il 
devient évident que les autres racines du système (2) peuvent être 
obtenues par simple permutation dans (1). 

Après quoi il n’est pas difficile de se convaincre que seule la 
réponse (1) peut se réaliser pour £ — +, car toute autre variante 
suppose (en vertu des inégalités mentionnées v, > v, > v,) une 
collision subséquente des particules. 


$ 5. Petites oscillations de systèmes à un degré de liberté 


9.1. à) ee 1 A (5 U(x) a un minimum pour 
F<Va; 
4 .\2 
b) aie ft = a ” , Où l’amplitude x, se détermine 


par l'égalité 


_ 
E = 2 7 Var + Vatat. 


5.2, La fonction de Lagrange du système (voir [1], $ 5, problème 4) 
est 


L = ma? [8° (4 + 2 sin? 6) + Q? sin? 6 + 20! cos O], 
où a été introduite la notation Q5 — 2g/a. 
Pour QG > Q, l'énergie potentielle du système 
U (8) — —ma? (Q? sin? 6 + 2Qf cos 6) 
possède un minimum pour cos 0, = Q%/Q?. Développons U (6) au 


voisinage de 6, et posons dans l'énergie cinétique 


\ 


1+2sin0=1+2sin20=3—2(%) — 
alors | 
D ee ce L= Maker, 
D EU" (@). 220 0e Soit 


_Q4 
re Corne (27 Oo) 
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Pour Q 5 Q, la pulsation des oscillations est proportionnelle à la 
vitesse angulaire @ — = Q, tandis que 0,— J Si Q — Q,, les 
petites oscillations s'effectuent avec la pulsation © — 0, et 8, — 0. 


Si Q <Q,, on peut étudier les oscillations au voisinage de 
6, = 0 au cas de chocs élastiques entre les masses latérales 


=Q—Q (Q<Q) 


_ Pour Q = Q, l’énergie potentielle U a un minimum au cas de 
0, = 0 et peut être représentée en son voisinage sous la forme 


U— mare (—2+ €) 


autrement dit que les oscillations sont essentiellement non li- 
néaires. En conservant égalemant dans l’ énergie cinétique les termes 
jusqu’au quatrième ordre, il vient 


VIT a 
T 
ares | Vo - 


8, est ici l'amplitude des oscillations (comp. [1], $ 11, problè- 
me 2a). 


3 
5.3. 2112], où = M = 
R cr 0 8m£gR? 


Pour x, > 1, le point À est la position d'équilibre stable et pour 
To LÀ, d'équilibre instable. La position , d'équilibre stable pour 


Zzo <1 se détermine par la condition sin Te — Lo: 


2 
9.4. 


ML Es hi 
P= Po + ( 


OÙ ps Por 4, to Sont des constantes à intégration (a & To); 


LE 
Q=y Er 7, 02. 


5.9. Au point 6 = 6, l’énergie potentielle efficace Uers (0) — 
2 
= ET — mgl cos 8 (voir [1], $ 14, problème 1) a un minimum, 
aussi Ueft (89) — 0. D'où il s'ensuit que 


M? = m°l5g sin“ 6, cos"! 6,, 
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tandis que la pulsation des petites oscillations est 


Utt (00) g 1+3cos 
@ (00) — V me LT cos® 


Pour que ce calcul soit DE il faut que 
5. Ueit (00) (AO)? + Uëtr (60) | (A8), 


où A6 est l’amplitude des oscillations. Si 0, — 1, cette condition 
est remplie pour A6 € 1. Cependant quand 8, < 1, il s'avère que 


U+2 


1 e e A Q # L 
Ut (60) © 3: et les oscillations en 0 ne peuvent être considérées 
6 


comme petites que si A6 < 8,. Néanmoins, dans ce cas également, 
le résultat obtenu © — 2 V g/l est valable même pour A6 — 86,, 
quand les oscillations en 6 cessent d’être harmoniques. En fait, il 
se produit dans ce cas suivant les axes x et y de petites oscillations 
harmoniques de pulsation ŸV g/l, c’est-à-dire que le pendule décrit 
une ellipse en effectuant en une révolution deux oscillations suivant 
l'angle 8 (voir [1], $ 23, problème 3). 

9.6. L'énergie potentielle efficace des oscillations radiales d’une 
molécule est 

y |. : >, M? 
er (= mor ro) +, 

où r est la distance séparant les atomes et m la masse réduite. L’addi- 
tion du second terme, considéré comme une petite correction; impli- 
que un petit écartement de la position d'équilibre. 
M? 


Ôrn = —— . 
0 mors 


La variation de la pulsätion se déterminera par développement de 
Uefs (r) en série près du point ro + ral 


+ 


Üefs (r)= + mio? (Tr —ro— Ôro)? D GT RE ne SH rover ns (r— r ro — Ôro)?. 
De là -on tire la correction à la pulsation 
So M? _ 3 
. 2m?2o@0r$ où 2@0 


où Q — M/mr° est la vitesse moyenne de rotation de la molécule. 
9.7. a) L'écartement de la position d'équilibre est 


Z = Lo COS ot+Æ sin @Ë — 243 2 + À cos ( (ot + œ), 


QOZo m 


10—0734 
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b) Soit f la tension d’un ressort. Pour des petits écarts | y | € 


& Vflk, les oscillations sont harmoniques y — À cos (œt + œ), 
2 — 2f/ml. 
Pour f — kl la pulsation d’oscillations est la même qu’au point a). 
Si les ressorts ne sont pas tendus (f = 0), les oscillations ne sont pas 
linéaires, la force de rappel étant F# = —ky/l? et la pulsation (voir 
problème 5.1b) 
Var (8/4) , / 2% ym 
T (4/4) 2 m LL 


(Yn étant l'amplitude des oscillations). 

Si la particule peut se mouvoir sur le plan zy, son mouvement, 
pour f =£ 0 et des petits écarts, est un mouvement harmonique le 
long des axes x et y avec les pulsations &$ — 2k/m et w@? = 2f/ml 


respectivement (voir problème 6.3). 
_ 5.8. Soit y la coordonnée de la particule comptée à partir du 
point de suspension supérieur. La fonction de Lagrange du système 


2 2 
L=rË (y— + may = + —k(y = —<#) + const 
correspond à un oscillateur de pulsation w?— 2 et dont la posi- 


tion d'équilibre Yo=l+SE, donc y = yo + À cos (œt + p). 

Notons qu'en choisissant en guise de coordonnée l'écart de la 
position d'équilibre on élimine de la fonction de Lagrange le champ 
de gravité. 

5.9. L’angle d'écart du pendule de la verticale est 


| <1 


cos Qt, 


__ a 

P— g 103 

(voir aussi problème 8.3). 
Des oscillations sont également eo au ere de la 


direction du rayon vecteur @ = fi + —; sin Q7, Q°? > + 


5.10. Le courant dans le circuit 
Uo sin (ot— p) _oZ —1/6C 


dg ____ Uosin(ot—p) 
dt _ V'R+(0Z —1/0CÀ ! A: R 


I 


peut être obtenu en résolvant l’équation de Lagrange pour g. La 


fonction de Lagrange du système L — TT =. (voir problème 4.22) 


est une fonction dissipative qui est égale à +R (voir [3], $ 48). 
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5.11. La solution générale de l'équation de mouvement (voir [1], 
$ 26; voir de même [14]) | 


z+ 2x + OT — _. cos yé 


à la condition que w? = ®? — 12 > 0 prend la forme 
F [(o$— y?) cos yt +24 sin yt] 
m [(o$— v°}9 + 41%] | 
où a et b sont des constantes définies par les conditions initiales. 
En posant zx (0) — x (0) = 0, on obtient en définitive 


x (t) = e-M (a cos wt + bsin wt) + 


| F 
x (t) ES m [8 — V9 + 4% [ (oi — v?) (cos vi eh COS @t) + 


+ 21y (sin vi TT e-M sin @t }| . (1) 


2yo 


Etudions la solution obtenue au voisinage de la résonance y — 
= @+e, |e | ©. Si le frottement est complètement absent, 


Fig. 115 : 


c'est-à-dire si À —:0, au voisinage de la résonance, le mouvement 
de l’oscillateur est un battement : 


ue El =: 
Le 2 "sin pt; (2) 


de plus, la grandeur de l’amplitüde et la fréquence de‘battement sont 
fonction du degré de voisinage. de la résonance (fig. 115, a).: Mais 
quand y — :@,:(c'est-à-dire: qu'il: y'a résonance totale) pour e — 0 


10* 
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ôn obtient 


TL = 


be t sin @ot, (3) 


c'est-à-dire qu'on a des oscillations dont l'amplitude a (t) croît 
indéfiniment suivant la loi a (t) = Ft/2mo, (fig. 115, b). 


Fig. 116 


En présence d’un frottement, même minime (À € &,), l'aspect 
du mouvement se modifie qualitativement. Vu que pour À € |e |, 
en partant de (1), il est aisé d'obtenir au lieu de (2) 


F 5 ; 
2 (0) = ox V 1— 2e cos et + e-2M cos (@ot + pi (t)). (4) 


P{?) est ici une certaine phase d'oscillations qui varie lentement 
avec le temps. L’amplitude des oscillations oscille lentement avec 
la pulsation | e | autour de la valeur F/2mo, | e | en s’en rappro- 
chant progressivement (fig. 116, a). Il est remarquable qu’au cours 
de la période de transition l’amplitude peut prendre des valeurs 
presque deux fois plus grandes que celle des oscillations permanentes. 
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Pour |e | & À € ©, il vient 
F 
TÆ nor (1 — 67%) cos (@oË + pa (#)). (5) 


Dans ce cas on a un phénomène transitoire avec une amplitude crois- 
sant régulièrement et qui s'approche asymptotiquement de la valeur 
F/2moh, définie par le coefficient de frottement À! (fig. 116, 6). 
Enfin si & et À sont des grandeurs de même petitesse, | & | = À € @o, 


O 
Fig. 117 Fig. 118 


les oscillations de l’amplitude autour de la valeur correspondant à 
celle des oscillations permanentes F/2 V 2mo, | e |sont très limitées 
(pour le cas: de & Æ À voir fig. 116, c). 

Le système aboutit donc à des oscillations permanentes dans les 
trois cas (fig. 116) au bout du temps t d’ordre 1/À (c'est d’ailleurs 
évident si l’on part de ({)). 

Il est commode de mener l'étude qualitative du phénomène 
d'établissement des oscillations (du phénomène transitoire) pour 
À € &, en recourant aux diagrammes vectoriels (fig. 117). L'oscil- 


— 
lation forcée se représente en projection sur l’axe x du vecteur OA 
mis en rotation avec la vitesse angulaire y. Le vecteur de l’oscilla- 


‘ EE e : L LI 
tion libre AB tourne avec la vitesse angulaire & et sa longueur dimi- 
=> 


—> 
nue proportionnellement à eh. À l'origine on a AB + O4 & 0. 
Quelle est la nature du phénomène transitoire au cas où x (0) = 0, 


x (0) 0? 


5.12. a) L'énergie acquise par l'oscillateur 
nF? 1 
E —  . T2 exp [ — 7 (or) | 


dépend essentiellement de la vitesse avec laquelle est mise en œuvre 
la force (du paramètre ot). Dans un choc instantané (ot << 1) et 
dans une mise en œuvre très lente de la force (ot > 1), les transferts 
d'énergie sont faibles, le maximum de l'énergie transférée Eux — 
è = 
LP” étant atteint POUr Tm = V 2/0 (fig. 118). 


mo?e 
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b) Si z— a cos (ot + @) pour £ —+ oo *), on a alors 


| na, -5@m = À (ow: 
AE=E(+o0)—E(—o)=-=te ?  —VWnawtFfe À sin. 


. Suivant la grandeur de o l’oscillateur acquiert ou perd de l’éner- 
gie. Cette variation de la quantité d'énergie rappelle l’absorption 
ou l’émission forcée de la lumière par l'atome. 

Avec la prise de moyenne sur la phase @ on obtient une réponse 
identique au po a). 


518. 8) 2) 4 (D+B D où 


e 
hs et # | F(nernrdr+ 27 pa |: 


"0 


b) _ (t) — _ Im {etot-14 [ _ F (t) ext—iot dt + to (io) co |} : 


Om) + 


où © = V w— 2. 
5.14. Sur l’oscillateur agit la force 


F(é)= 2 U (1r—ro(#) |), (1) 


où r(i) est l'écartement de l’oscillateur, tandis que r, (£) est le 
rayon vecteur de la particule incidente. L'écart de la particule étant 
supposé faible, on pose r, (£) — p + vi (p étant le paramètre d'im- 
pact et les vecteurs p et v mutuellement orthogonaux). En admettant 
égalément l'amplitude des oscillations de l’oscillateur petite, on 
pose dans (1) (après dérivation) r — 0; alors F (it) — —2x2V x 
X (op + vi) -exp (—%'p" — nv'é?). 

Les oscillations en directions de p et v sont. indépendantes et 
s'excitent jusqu'aux énergies 


x | T Fo (the-iot dt F et x! ï F, (ti) e-iot dt £ (2) 


respectivement. F, et F, sont ici les composantes de la force en 
directions de v et p. L’ énergie d' excitation totale de l’oscillateur **) 


e = Tr (x+a)e-ts (3) 


*) p a le sens de « phase d'impact », c'est-à-dire de phase qu’ ’aurait l'oscil- 
lateur pour t — 0 en l’absence de la force im posée. 

**) Ilest intéressant de noter que la dépendance e (w) est analogue à celle 
de la densité spectrale de rayonnement d’un électron rapide dans le champ 
U (r) (voir [2], $ 67). 
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1 4 / © \2 
E=- mi, a=— (+) , 2x—2(xp). 
La section d'excitation de l’oscillateur jusqu’à l'énergie comprise 
entre & et € + de 
— 21 AN de QD at+z(e) 
do = x > | dpi | = 2H? € 2 1—a— 78 (€) 
k 


() 


où zx, sont les différentes racines de l'équation (3). 
Il est commode de mener l’étude ultérieure en résolvant l'équa- 
tion (3) graphiquement, comme on l’a fait au problème 3.10a. Pour 


Fig. 119 


TT 
2x3 
tion (4) x, (€) > 1, x, > a). Pour des e plus grands, le résultat 
dépend de la grandeur de a. Si a > 1, seul € €, est possible 


—@ 


p-| 
Ee KE: = ae”, on obtient do — 


© (on pose dans l’équa- 


46 : LC | 
dE dE | 
| 
| 
| 
Ï 
| 
€ € 
€ y 62 
a) 8) 
Fig. 120 


(fig. 119, a; pour la section, voir fig. 120, a). Si, par contre, a <1, 
2 
il se peut que & << &3 — = (fig. 119, b), de plus, pour & = &,, le 
graphique do/de subit un bond, tandis que pour &, — e & e, il 
présente une singularité intégrable (fig. 120, b) 
__ AH. de 14 
SE V2x? ts V1—e/e 
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5.15. Si l’oscillateur possède une « phase d'impact » égale à 
(voir problème 5.12b), en répétant les calculs du problème précédent, 
" on obtient pour l'énergie de l’oscilla- 


92) teur l'expression : EL 
| e— ee” 2%) + 2 Ve, e-%PY cos p+ &, 
| | (1) 
| ou 
2 2 
60 Four) SP{— za): 
Fig. 121 Avec cos ® > 0 pour tous les p il 


s'avère que & >> Ep, tandis qu'avec 
cos p << 0, il existe des p,, pour lesquels & e,4. En résolvant 
l'équation (1) en p°, il vient 


7 Var 
TE CE 
va 


pf ,—=*?ln pour cos p << 0 


V'&o lcos g 1 + Ve —cosin?q 


ot Ep > € Emin = EoSin?p. Soit 


dp? T de 
Lol es À 
de 2HŸ e—e, sin? p— cos p: V £to—E8 sin? Ç Fe 
pour € > € et 


(Eo—E) V E£o—E8 sin? p 


POUT Emin <E LEg et cos p LU. 
En prenant la moyenne sur toutes les phases q possibles pour & 


donné, il vient 
do TT 
(a) 2x8 [eo —el . (&) 


(fig. 121). La moyenne est prise en utilisant les formules 


27 
do 1 do 
(a)=x | a PP EAIel 


d 1 "FT" a 
O [a] 
€ —/s. | PT dœ pour £ << &. 


Dans ce cas a = arcsin f &/e. 
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La divergence des sections (2), (3) et (4) pour € — €, est reliée 
au fait que pour tous o grands l’oscillateur s’excite. 

Quelle est la raison de la singularité complémentaire de (3) 
et pourquoi est-elle absente dans (4). : 


5.16. Pour la fonction de Lagrange L—-- 
+ xF(t) l'énergie du système est 


2 4 
max — + mor? + 


(= (Reë+ (mt mere HO 20 
où 
. s «| 
E=t+iox = eiti, | eiut mu à (t) dt (1) 


— œ 


(voir [1], $ 22). Bien que l'expression de l'énergie ait une limite 
déterminée quand £ — , l’intégrale déterminant £& (£) pour £ — oo, 
n’a pas de limite (car pour T— œ F (rt) — F,). En intégrant (1) 
par parties, il vient | 


t 
: : iOt 
TO | F'(x)e-isr dr, (2) 
où F'(t)— O0 pour tT—+ œ et l'intégrale converge pour £—- co. 
De (2) il s'ensuit que le mouvement de l’oscillateur pour £— co 
devient des oscillations harmoniques (le second terme de (2)) se 


situant près de la nouvelle position d'équilibre x, — 8; (premier 
terme de (2)). L'énergie transmise à l’oscillateur Érénd par suite 
la forme 


_F6 


co 
E (+ 00)= — + — 1° (tb e-iet at | 


0,17. AE=E(+o)—E (— o)=— 
LL F3 + À:F2 al2F, cos @ 
7 2mo? Ÿ 2m? (+) A+o 
Ey= ma?a?, œ@ étant la «phase d'impact» (voir note relative au 


problème 5.12b). 
0.18. En réalisant dans la formule £& (rt) =6£ (0) e*®t+ 
T 


+ ter | F (t) e=iotdt (voir [1], $22) la n-ième intégration par 
0 
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parties, on obtient l'expression 


Fo à F0 (4-0) 807 FO (x —0 
6 (t) = & (0) AS de ner = DEDus : 
se (n+1) — iot 


. Ici |Ë (0)| = aow, où & est l'amplitude des oscillations jusqu’à 
l’instant de l'application de la force. L’avant dernier terme dans 
cette formule en ordre de grandeur est égal à … (ot) ", tandis 


que le dernier est, généralement parlant, beaucoup inférieur (si 
F°%*® (t) varie graduellement). Le carré de l’amplitude d'oscillation 


2 
o 2 LE 2 | pour é>>T est en ordre de grandeur égal à (a+ 
Fo(ot)? \2 
+ ee | ° 
Donc si la force est appliquée lentement et graduellement, l’éner- 
gie transmise est très petite. 
5.19. a) Dans l'intervalle de temps 0 < t & + les oscillations 
acquièrent la forme x = Ft/mo?t + B sin ot + C cos ot. 
Le mouvement deviendra stationnaire si 


z(t) = (0), z(x) = z (0). 


Ces conditions aboutissent au système d'équations 


(cos &T—1)— < 


B (cos wt—1)—C sinwt=0, 


(1) 


qui permet de déterminer les constantes B et C. Donc pour 0 < t < % 
x (#) F t __ sin(@i—ot/2) | (2) 


_ m@?ilT 2sin(wt/2) |° 
Si, par contre, t se situe dans l'intervalle nt <t<(n + 1)t(où 
est un entier), il faut remplacer dans le second membre de (2) t par 
d =i—- nt (0 <E< T). 

Au cas où ot est voisin du multiple entier de 2x, le deuxième 
terme dans (2) devient très grand, cas très proche de la résonance. 
Pour ot = 2ri (l est un entier) il ne peut y avoir d’ oscillations 
permanentes ((1) est un système contradictoire *)), 


*) En représentant la force sous forme d’une série de Fourier 


F = — SÆ — sin cs t, 
a 
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b) æ(t)= Lim Énérermiaes al pour 0SI<T; ici 
4 + 1—e7Àt 


m(A+io) 4_.i0t | 


au cas de nr Lt < (n + 1) v, il faut remplacer dans le second 
membre £ par & = £ — nr. 
©) Pour @, = (£C)-2 > À = R/2 £, le courant permanent 


ee. 4 14 ee. 1 
T'(t) = = (> +) 
a—= —À+iV ©?— 22 (1) 


pour 0 &Kt< 7. Pour n < L< n + 4, il faut remplacer dans la 


formule du courant £ par & — t — nx. 
Peut-on, en se servant de (1), obtenir l’expression du courant 
permanent au cas où @, << À ou si @p = À? 
5.20. a) A=T | FI) x (6) di = 
Ô 
À@? fi afà | 
nm L'or =ci Fer À oi 16e J’ 


c'est-à-dire que chacun des deux harmoniques de la force transmet 


l'énergie indépendamment de l’autre (la période est ici T — =) : 


m — no?) + 412œ@2nr? * 


4? ss la|?r° 
D) A= nu 2 Toi 
n=1 


à f202 22 
0 Aer [opérer + io 


Au cas d'effet de moyenne sur un grand laps de temps T > 2, 


il s'avère que chacune des forces f, cos o,t et j, cos @,t transmet 
l'énergie à l’oscillateur l’une indépendamment de l'autre. Cela 
découle du fait que seuls les carrés moyens des fonctions trigonomé- 


on constate que l’intensification d’oscillations de résonance peut être impliquée 
par chacune des harmoniques de la force imposée. Pour t-= 2x//©, au cas de t 
suffisamment grands (dites de quel ordre de grandeurs?) 

& (1) ad Tan sin Of. 
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triques sont différents de zéro. Pour T —- 
T 
L Csinoitdt=2+ 12 (4 sin 20,7) +? 
T 1 2 T'Zo,T 1 2 ? 
) 


tandis que les valeurs moyennes des produits croisés du type 
sin @,t-Cos @1f, sin @,4-Cos œ.f, etc. disparaissent. Par exemple, 
pour 7 '— co 

— cos (© —@e) T , 1—cos (wo, +) T 


T 

1 ; ; 1 

T | sinogé- cos Sr T2 tra) — — 0, 
0 


d) Le déplacement de l’oscillateur 


C0 
 — { pio)ei%ido , 
= O2 —@2+2iÀ0 ? 


— 00 


d’où il s’ensuit que le travail total de la force F (£) est 


fe _ 8nà (op (I? 


Pour démontrer cette dernière égalité, on a utilisé la transfor- 
+ 00 


mation inverse de Fourier | F (+) eiot dt = 2nvd* (o). 


Pour À € ©, l'apport essentiel à l'intégrale (1) est fourni par 
le voisinage de la pulsation propre de l’oscillateur wo = ©. 


Donc 
_ änlp(a)lte Fa do? 
CR E | (oi 0) + A0 * 


Ô 
Le facteur entre crochets se calcule alors aisément et s’avère 
2 
indépendant de À, À = ol (comp. avec formule (22, 12) 
de [1]). | 
5.21. Tenant compte de ce que l’écartement de l'oscillateur x 
est une quantité petite de premier ordre en F, il vient 


AE = [ F(a,t)rdt= [ f(t)xdt, 


O0 


AP— {Fa t) dt | | f (t)— f (6) + |dt. 


—œ — 00 
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En intégrant le second terme de la somme par parties, on obtient 


AP= | j()dt+# 


o0 


En particulier, si ( f(t) dt=0, AE —=VAP. 


Éclairons la condition de petitesse x sur l’exemple de l’action 
sur l’oscillateur d’un groupe d’ondes f (t) = fe-ltl/T cos yi. Dans 
le développement de F (x, t), le petit paramètre est x/À, où À — 
— 2nV/y est la longueur d'onde caractéristique, c’est-à-dire 


Fe D < 1. 


21m |w? 


$ 6. Petites oscillations de systèmes à plusieurs degrés 
de liberté 


6.1. Soit x; l'écartement de l’i-ième particule de la position 
d'équilibre (i — 1, 2). La fonction de Lagrange du système est 


= (a+) lat (na) (1) 
Les équations de mouvement 
mas + k (2x, — x) = 0, 
MT» + k(xs — 2) = 0, 


après avoir substitué x; — À; cos (@t + o), se réduisent à un 
système d'équations algébriques 
(—mo? + 2k) A, — kA, = 0, 
—kA, + (—mo* + k),4, = 0. (2) 


Ce système comporte une solution non HVRes si son déterminant 
est nul: 


(—mo? + 24) (—mo? + k) — E? = 0. (3) 
D'où on obtient les pulsations propres 
5 k 
on 2 — En m°: 


Des deux équations de (2), en vertu de (3), seule l’une d'elles est 
indépendante. En reportant les valeurs &, ët ©, dans (2), on obtient 
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les relations liant les amplitudes 


À, = A, = À pour 6 —«:, 


2 
v 5+1 
2 
v 5—1 


Donc les oscillations libres du système se définissent par 


Ay= — A=8B pour 6 =oœ. 


ti = À cos (@st + p1) + B cos (@ot + De), 


Ta — UE  Acos (ot + pi) = B cos (wat +- Pa). (4) 


Les constantes À, B, ®,, ®, se déterminent d’après les conditions 
initiales. 

Les oscillations libres (4) décrivent complètement le mouvement 
du système. Cependant, lors de la résolution de nombreux problèmes, 
il est plus commode de se servir de coordonnées normales, par exem- 
ple, dans les problèmes avec force imposée (voir problèmes 6.2b 
et 6.24), dans la construction de la théorie des perturbations (voir 
problème 6.34), avec le passage à la mécanique quantique. La raison 
en est dans le fait que les coordonnées normales qg; définies par les 
égalités 

Ti = Ji + as 


5+1 5—1. 
ne nr, ve. (5) 


transforment la fonction de Lagrange (1) en une somme de carrés 


5+Y5 5—Y5 _ * 
LV mn (gi otgn + VS m0, (6) 
quant aux équations de mouvement pour g, et q, elles se séparent : 


Qu + og: = 0. 


De façon analogue le problème de mouvement de deux corps 
en interaction se réduit aux problèmes de mouvement du centre 
d'inertie et de mouvement de la particule à masse réduite dans un 
champ de forces données. 

Remarquons enfin qu’un cas plus général de système à V parti- 
cules possédant un point de suspension est étudié dans le problè- 
me 7.2. 

6.2. La fonction de Lagrange du système est 


Le (a+) + (a — a (0) + (mi 2)°]. 
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Si l’on élimine le terme — À ka° (4), qui est une dérivée totale 
par rapport au temps, on peut récrire ZL sous forme 
L = L, + AL, AL = x,ka (b), (1) 


où Z,, est la fonction de Lagrange du système à point de suspension 
immobile (voir formule (1) du problème précédent). Cette écriture 
est commode, car elle permet aussitôt de transcrire le « vecteur » 


de la force extérieure 
Fac ( " 
Fo) \ 0 J' 


a) Les équations de mouvement 
ms + k (2x, — x.) = ka cos Ÿt, 
Ma + k (ta — 1) = 0 (2) 


par substitution *) de 


Z, = À Cosyté, 2, = BP cos yt (3) 


se transforment en un système linéaire inhomogène de deux équations 
en À et B. Soit 
| ___ ak (—my+k) 
__ m?(y?—@f?) (Y?—ui) ? 
… ak? 
 mi(y— 0?) (y? — 0) ? 


où &i, re sont les pulsations normales du système. 
La dépendance des amplitudes À et B de la pulsation y est repré- 
sentée sur la figure 122, a. 
Avec le passage par les points de résonance y — ©, , les ampli- 
tudes À et B changent de signe, ce qui correspond à une variation 


de phase des oscillations de x. Pour une pulsation y — Ÿ k/m, les 
oscillations de la masse supérieure s’amortissent complètement : 
== 0. 
La figure 122, b représente la forme approchée de dépendance de 
| À | de la pulsation de la force imposée en cas de frottement. 


*) La solution générale du système (2) est la superposition d’oscillations 
libres et entretenues. Même avec un petit frottement, les oscillations libres 
s’amortissent. Aussi après un intervalle prolongé la solution du système (2) 
cesse-t-elle de dépendre des conditions initiales et se réduit aux oscillations 
entretenues (3). 
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Pour quelles pulsations y s’amortiront les oscillations de la 
particule supérieure, si l’on suspend à la particule inférieure par un 
ressort identique encore une particule? 

b) En introduisant des coordonnées normales g, , (voir formu- 
les (5) du problème précédent), on peut présenter la fonction de 
Lagrange sous la forme 


L= Li (Qis a) + Lo (qe ds), 
5+y5 
Li,:= _— 


0 


me (9%, 2 — 0, 29, 2) + 91, 2ka (t) 


(comp. avec formule (6) du problème précédent). 

_ Le problème se ramène donc à la recherche d’oscillations perma- 
nentes de deux oscillateurs indépendants sollicités chacun par une 
force en dents de scie (voir problème 5.19a). 


Fig. 122 


RC 


Il est bien entendu qu’on pouvait aborder la solution du problème 
du point a) en recourant également aux coordonnées normales 
(comp. avec problème 6.24). | | 

6.3. Introduisons le système de coordonnées d’origine au point 
de suspension et dont l’axe y est dirigé suivant la verticale vers le 
bas. En guise de coordonnées généralisées, choisissons les coordon- 
nées x, et +, des points À et B. Dans l’expression de l'énergie poten- 
tielle ÙU = —mgy, — mgy, substituons y, (x,) et y, (t, x.) à la 
précision de second ordre en zx,./l près: 


——_———— 2 
y=VAl-r % 2—E, 


‘ZT (Ze — T1)? 


Y=+VP-(m—-s) Dr 5j 
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tandis que dans l’énergie cinétique 7? — F (x! —- y - x? + y°) on 


substitue y, et y, avec la précision du premier ordre près: 


: | LT 
= TE & 0, 


Ya = Y1 


__ (ts —%) (z2— 4%) œ 0 
] ; 


Après quoi la fonction de Lagrange 


L= (a+ a) —<E ai E (2, — 2) +5 mgl 


coïncide avec la fonction de Lagrange du système étudié au problè- 
me 6.1, si l’on admet que # — mg/l et on néglige la constante 5mgl 


Fig. 124 


de peu d'importance. Aussi la dépendance trouvée dans le problè- 
me 6.1 entre x, (t) et x, (t) se vérilie-t-elle également pour le pendule 
double. 

Si le point de suspension du pendule se meut suivant la loi x, — 
— a (t) € 1, alors, comme il est aisé de se convaincre, on revient à 
la fonction de Lagrange étudiée au problème 6.2. 

6.4. La loi du mouvement est 


æ = a Cos (jé + p), y — b cos (@,t + 1). 

Les constantes [a, b, æ, 1] se déterminent d’après les conditions 
initiales. La trajectoire s'’insère à l’intérieur d’un rectangle (fig. 123) : 
—ia<Lir<a, —b<Ly< b. 

En principe, la trajectoire « remplit » tout le rectangle. Plus 
précisément, si &,et w, sont incommensurables, elle passe aussi près 
que l’on veut de tout point de ce rectangle. Le mouvement du point 


dans ce cas n’est pas périodique (bien que le mouvement de sa pro- 
jection sur les axes de coordonnées soit périodique). Si, par contre, 


11-0734 
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©, et ©, sont commensurables (/w, — now, où Let nr sont des nombres 
entiers), la trajectoire est une courbe fermée appelée figure de Lis- 
sajous. Le mouvement est dans ce cas périodique de période égal à 
21xn/®.. 

6.5. a) Pour le système donné, le passage aux coordonnées norma- 
les est tout simplement une rotation dans le plan (x, y) (fig. 124): 


z = Q, cos p—Q,sinçp, y = Q, sin p + ©, cos y. (1) 
En effet, l'énergie cinétique ne varie pas de forme dans la rotation, 


tandis que dans l’énergie potentielle le coefficient rattaché Q, -Q,, 
égal à 


— + (@?— w?) sin 2p— a cos 2p, 


peut être annulé si l’on définit le paramètre œ à partir de la condition 


2 _ à 
cotg 2 =. 


La figure 125 montre la dépendance de @ de &,; l’étendue du 
on de pulsations au sein duquel s'effectue le passage de ® = 0 

à o — 11/2 est de l’ordre de «/œ. 

Si la liaison est faible, & € | @? — &° |, les oscillations naturel- 
les sont localisées, c'est-à-dire si @1 << @,, il s'avère que @ & 0 


Fig. 125 Fig. 126 


et z = Qi, y & Q, tandis que si ©, > ©, on obtient qg = _ et 


T & —Q», 7, FT Qi : 
Pour |œ°— ;| <a, du oscillations da dns cessent d'être 


localisées: p& +, 2% (Qi) y R 7x (Q1+ a) (voir [AI 


$ 23, problème 1). 
Les pulsations normales 


.Q3 2 =+ [oi +o + Vi 0 + 40] @) 
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se disposent en dehors de l'intervalle des pulsations partielles *), 
c'est-à-dire que Q, << @1 et Q, => œ©A3 (pour concrétiser, posons 
&@1 << @2). Les relations semblables des systèmes à plusieurs degrés 
de liberté sont connues sous le nom de « théorèmes de Rayleigh » 
(voir [15] et problème 6.23). 

La figure 126 montre la dépendance de Q@, ,; de @,. On y voit 
que la différence entre les pulsations normales Q, , et les pulsations 
partielles w:,, (de même qu'entre les coordonnées normales @,, Qs 
et les coordonnées x, y) pour des a petits est partout insensible, à 
l'exception du domaine de dégénérescence | of — @5 | < @&. Pour 
des @, suffisamment petits, l’une des pulsations normales devient 
imaginaire, le système cessant d’être stable. 

En coordonnées @, et Q, la loi de mouvement et la trajectoire 
sont identiques au problème précédent. 

b) Les coordonnées normales peuvent être obtenues dans ce cas, 
en partant des résultats du problème précédent, par simple sub- 
stitution ©! a —> M, les pulsations normales du problème étant 
des inverses de celles de Q, , du problème précédent. Dites pourquoi ? 

Peut-on déceler l'indépendance des pulsations normales du 
signe de «& (ou de $) d’après le seul aspect de la fonction de Lagrange, 
sans rechercher la forme explicite de Q; ,? 

6.6. a) La fonction de Lagrange du système (voir problème 4. 22) 
est 


4 « , 2 3 
L= (La + Lg) —+ 5 _. ++ Mir L 


où g, et g, sont les charges des armatures supérieures des condensa- 
teurs C, et C.. En introduisant de nouvelles variables V Laq = x 


et V  £,q, = y, on obtient la fonction de Lagrange du problème 6.5a 
aux paramètres 


 CVAr 


b) Par changement de variables g = V Cix, gs = V Cy on peut 
transformer la fonction de Lagrange du système donné en fonction 
de Lagrange du problème 6.5b aux paramètres 


My,2 = (L + L4,2) Cia p= £ V CiCae 
Est-ce que ces systèmes peuvent devenir instables ? 


*) Selon la définition de Mandelstam [7], que l’on adopte ici, la pulsation 
partielle est la pulsation du système qu’on obtient en partant de la pulsation 
primitive en posant x = 0 (ou y = 0). 3 


11* 
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6.7. Soient x, et x, les écarts des particules m, et m, de la posi- 
tion d'équilibre. La substitution V/ mx, — x et V m,x, — y effec- 
tuée, on obtient la fonction de Lagrange du système étudié au 
problème 6.5a. 

Dans différents cas limites la réponse peut être obtenue sans 
procéder à la résolution des équations. Par exemple, si tous les 
k, = "k et m;, € m:, l'oscillation naturelle peut être de très basse 
fré a __ 1 L : 
fréquence Q =, x, = 7 Ta (la particule m, ne constituant 
qu'un élément du ressort, quant à la particule m., elle oscille entre 


les ressorts de rigidité LE à gauche et # à droite) et de très haute 


fréquence = (quand la particule m, est, pour ainsi dire, au 


1 
repos). L’amplitude d’oscillations de la seconde particule peut être 
obtenue en assimilant son mouvement à un mouvement excité sous 
l’action de la force imposée kzx, de haute fréquence (voir [1], for- 
mule (22.4)): 


m 
Lo = —æ Li. é 


Ma 


Il est intéressant d'étudier de façon analogue les cas suivants: 

a) M = Ma Ki = ka K ka; 

b) toutes les rigidités sont différentes mais du même ordre de 
grandeur, tandis que mu & Ma; 

C) ka > k1 = ks, les masses m, et m,; étant du même ordre de 
grandeur. 

6.8. a) mr (sin Out + S sin &ot) 4 


pour k, € k les oscillations constituent des battements! 
Li — _. cos et-sin of, 
Lo = —— sin ef. COs of. 
b) Li,5 == _ (cos ot + cos ot); pour ki k 
ZT, =4acoset.C0s Ol, TZ, —= 4 Sin el-sin œé. 


Partout im, oi RE 
m m 


k 1 
E= SE Os © = + (@y + @2). 


6.9. L'énergie transmise de la première particule à la seconde 
durant le temps dt est égale au travail développé par la force F — 
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=æ k (x — 22) 
dE=k(x—x;) dt =k(x—2) 2 di, 


tandis que le flux d'énergie est = (ti, — Lo) Ze. Pour le cas 


limite k, € k du problème 6.8a le flux d'énergie, considéré comme 

la moyenne sur la période des oscillations rapides, est égal à 
2 

= ©. Sin 2et et change de signe quand la pulsation devient double 


de celle du battement. 
6.10. Les équations de mouvement 


math (t— 2) + ka, + ax = 0, 
ME + ka (te — 23) + kts + axe = 0; 
avec la substitution x; , — mi (91 + 4) se séparent en deux équa- 


tions aux coordonnées normales 


q + of + 229: = 0, 
Qu de @?Qo À. 2h10 = 0, 


S k œ . 
où D=—, D =——— , 21=—. Donc pour À << @1,; (voir [1], 


21,9 = eh [a cos (yit + pi) + b cos (y2i + p)], 


où Y4,2= V @,2— A2. 

Pour le système représenté sur la figure 22 l'équation caracté- 
ristique, en cas de frottement, n’est pas bicarrée mais à puissance 
quatre, aussi est-il plus difficile d'obtenir les oscillations libres. 

6.11. La fonction de Lagrange d’un pendule double 

M : du M 
Le dit ai ni [ri + (mm)? 
où z, et x, sont les écarts des points M et m de la verticale passant 
par le point de suspension (comp. avec problème 6.3). Après sub- 
stitution 


TL: = Lo 


= = NS 

VA Vn° 

la fonction de Lagrange se ramène à la forme étudiée dans le pro- 
blème 6.5a, avec 
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Dans ce cas 


T— 7 (Qi Q:>), y=— + —— (Q: + 0), 


V2 
où Q; —= 4; COS Q;t + b; sin Qt, 
E —Y ME 
= L+T, V=V ji: 


En tenant comte des conditions initiales Q, .(0) = BV. Qu A0) = . 


y 2 
Li = P 7. sin y{ sin A d, 


z = If cos yt cos € d. 


=0, il vient 


Donc, les pendules oscillent « alternativement », l'amplitude 


du pendule supérieur étant Y M/m fois plus petite que celle du 
pendule inférieur. 


6.12. x, — On ar cos yé, 
To = AIT ET TT cos vf, 
où o= + : où EE, 
6.13. x, = 2, — TT cos yé, où x, est l’écartement sur l’anneau 


de la position d'équilibre de l’i-ième particule. La résonance n’est 
possible que sur l’une des pulsations normales pour y? = k/m 
(voir problème 6. 24). 

6.14 Soit z; l’écartement le long de l’anneau de la position 
d'équilibre de l’i-ième particule, alors 


ak (@3—°) 
m (y? —@f) (V°—0$) 
2ak? 
mê (Y$— &@f) (Y? — 03) 
oùliles pulsations propres w, sont respectivement égales à of: = 
= (2 + V2) _ » D = 2 . Notons que pour y = @, les écarts 


T = Zy — 0, tandis que x, = —a cos yé. Pourquoi le nombre de 
résonance dans le système est inférieur à celui des pulsations nor- 
males ? 


To — COS Y£, 
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6.15. Les équations de mouvement (comp. avec problème 6.12) 
sont 


ma, + ax + ke + ka (mn — 22) = "ka Re et, 
MT + GT + kta + ki (te DE T1) = 0, 


Cherchons la solution sous forme x, = Re Aeîïvi, x, — Re Beîvi, 
On obtient pour À et B les équations 
—k,4 + (—my +2 imy+k+k)B—=0, 2m = a, 
soit 
ak (k+ 1 — my2+ 2ikmy) 
my — 0) (—2ihy — 0}) ? 
” akk: 
n E (V2? — 2ihy — wf) (v? — 254 — wi) ? 


ak V Ÿ | F4 icos (y£-+ Qu + Pat V) 
m VIN — 01541272] [2 — 02) + 41272] | 

_ akky cos (Vt+ Qu + Pa) _ 

2 me VI 0) +427] [2 — 0) + AMV] ? 


ne, wo tk tg 27 _ AY 


1 m 2 m » 8 + to BV To 


Ti — 


Il apparaît entre les oscillations de deux particules un décalage 
de phases 1 ; les oscillations de la première particule ne s’amortissent 
pas complètement. L’amplitude des oscillations, étant une fonction 
de la fréquence de la force imposée y, possède un ou deux maximums 
suivant le rapport entre les paramètres m,, @, et À (voir [16], $ 1). 

6.16. La fonction de Lagrange du système (x et y étant des écarts 
de la première et de la seconde particule de la position d'équilibre) 


Le + (a+ At 2 HT jp, 2 zy) + k, ax cos yt 


ne diffère de la fonction de Lagrange étudiée au problème 6.5a que 
par le terme xk,a cos yt, répondant à la force k.,a cos y{, qui agit 
sur la première particule. On utilisera plus loin les notations du 


problème 6.5a. La pulsation partielle @, » = y Hatk 3 ke correspond 


à la pulsation normale du système qu’on obtient en fixant la seconde 
(ou la première) particule dans la position d'équilibre, c’est-à-dire 
en posant y = 0 (ou, respectivement, x = 0). En passant aux coor- 
données normales @,, Q,, la fonction de Lagrange prend la forme 


= + (Qi QE + Q3— QI) + (F1Q1+ F2Q3) cos vi, 
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où F, = k,a cos q et F, — —k,a sin q sont des projections de l’am- 
plitude de la force F = k,a cos yt sur les coordonnées normales 
Q1 et Q (fig. 127). Paur la coordonnée Q, , on obtient l'équation de 

mouvement de l’oscillateur de pulsation Q: 0 


. ÿ sollicité par la force imposée F; , cos yt. Les 
. conditions initiales sont Q; (0) = 0; (0) — 
4 —=0. Soit 
f Fi,s (cos Yit—cos Q ) 
7 —— 1, 2 1, 2 
? - Qu m (Q% 2 —?) 
£ j Pour ce système dans l'approche de 
ê faible liaison 
Fig. 127 ko 
Pen 


(à des fins de concrétisation, posons 4,  k;) il est intéressant 
d'étudier la résonance à la seconde pulsation normale. En posant 
y = Q, (1 + &,), il vient 


Q, = TE (cos w,t— cos wit), 
Er k1a€ : { LO7R ) L | 
Q= oies sin |E,  t}sin ot pour [el {, 
Q — rt et Sin Oo pour &, —0, 
2MO 


Donc, même au cas d’une faible liaison, l’amplitude Q, peut 
être grande ou croître dans le temps, toutefois, la vitesse de sa 
variation sera dans ce cas petite. L’angle de rotation étant petit 
(sin @ = &), on obtient pour l’écartement zx = Q, — eQ et y — Q. 

Quelle est la vitesse d’accroissement de l’amplitude d’oscillations 
lorsqu'il y a résonance à la première pulsation y = Q,? 

Comment variera la nature des oscillations si les deux particules 
éprouvent un faible frottement proportionnel à la vitesse (comp. 
avec problème 5.11)? 

Fo cos F,sin 

6.17. a) = or 9e) COS VA = rs 


D? — _. , ® étant l'angle entre la direction de‘la force et l’axe AB, 


s k 
cos yl, Où @i = —- 


9 


tandis que x et y sont les écartements de la position d'équilibre sur 
les axes AB et CD. La particule oscille sur la droite passant par le 
centre. 

I1 est remarquable que pour y? — w!° sin? ® + &? cos? @ cette 
droite est perpendiculaire au vecteur F,. Dans ce cas le travail de 
la force imposée est nul. Aussi, la présence même d’un faible frotte- 
ment devrait-elle entraîner l'amortissement des oscillations. En 
est-il ainsi? 
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b) x — nor 10 ©°S vL, y= sin ÿ{. La trajectoire est 


. F : 
une ellipse aux demi-axes Los — 1] et be Ts) . Si les 
grandeurs (@°— y?) et (w; — y?) sont de signes opposés, le mouvement 
de la particule sur l’ellipse s'effectue dans le sens de rotation des 
aiguilles d’une montre, tandis que le vecteur force tourne dans le 
sens opposé. 

Comment varie la situation décrite plus haut du mouvement de 
la particule, si la tension des ressorts en position d'équilibre n'est 
pas nulle ? 

6.18. Soit x; l'écartement de l’i-ième particule sur l'anneau de 
la position d'équilibre. Trois particules peuvent évoluer le long de 


D 


l'anneau à une vitesse angulaire constante, avec 
D = Lo = Ts = Ct+Ci= Ut), = 0. (1) 


Quant aux oscillations de même amplitude des particules Z et 2 
l’une à l'encontre de l’autre 


EE 
T=—t—=Acos(ot+æ)—qgi(t), xs—0, o=y À, (2) 


elles s'effectuent, vraisemblablement avec la même pulsation que 


m (@i— y?) 


Fig. 128 


les oscillations des particules 2 et 3 évoluant l’une à l’encontre de 
l’autre 
T0, 2 = —7r, = B cos (œst + f) = gt), os = + (3) 
Introduisons le « vecteur écartement » 
 Ei 
r=|x 
T3 
alors les oscillations (1)-(3) peuvent se représenter sous la forme 
(fig. 128) 
1 { 0 \ 
ra 1} ro | —1 |q, rs— 1 | gs (4) 
1 Ô — 1 
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Toute combinaison linéaire des vecteurs r, et r; constitue égale- 
ment des oscillations de pulsation w,. Donc dans l’espace de coor- 
données cartésiennes zx,, z,:, x, l'ensemble de solutions correspondant 
aux oscillations de pulsation doublement dégénérée w, — o4 est défi- 
ni par le plan passant par les vecteurs r, et r; *). Comme il est aisé 
de voir de (4), les deux vecteurs (et, par suite, tous les vecteurs situés 
dans ce plan) sont orthogonaux au vecteur r, (pour la relation générale 
d'orthogonalité voir problème 6.22). 

La fonction de Lagrange du système est 


Lu ait ait 2) (mm) + (m2) + Gsm) (5) 


Les coordonnées normales doivent diagonaliser simultanément les 
deux formes quadratiques, des énergies cinétique et potentielle. 
Puisque dans (5) l'énergie cinétique est déjà proportionnelle à la 
somme desicarrés.de vitesses, le passage de x; aux coordonnées nor- 
males, qui ne modifie pas sa forme, doit être orthogonal, les vecteurs 
des oscillations naturelles correspondantes étant mutuellement ortho- 
gonaux. Les vecteurs r; sont indépendants maïs ne sont pas ortho- 
gonaux l’un à l’autre: rir, = ira = 0, mais r,rs 5 0. Pour obtenir 
les coordonnées normales, il suffit de choisir dans le plan des vecteurs 
r, et r; deux vecteurs mutuellement orthogonaux..Gela peut être, 
parjexemple, le vecteur.r, et le vectéur eg;-qui lui est orthogonal, 
le vecteur unitaire e:s’obtenant à partir de la condition er, = er, — 
= 0. Bref, l’assortiment de vecteurs normés **) 


4 
r , r ; 1 
F1 — 73 , = » Ts 7e 1 | g3 (6) 
— 2 
permet de définir les coordonnées normales: 
T; sut 7 + 7 VÉE 
1 
To > Qi > Got _ (7) 
3 y 2 y 6 


| 
— V3 A7; 


*) Notons que dans ce plan la combinaison linéaire du type ar, (t) + bra (4 
est soit des oscillations sur une droite (pour & = $, f + x), soit un mouvement 
suivant une ellipse (pour & -£ f). 

**) Les facteurs 1/73 et 1/ y 2 sont introduits à des fins de normalisation 


des vecteurs r; au moyen de la condition r;r, — ô;L9i qui rend la transforma- 
tion (7) orthogonale. 
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qui réduisent la fonction de Lagrange (5) à la forme 
L= (+ q— oi +9 — og). (8) 


Il est bien entendu que toutes coordonnées obtenues à partir de 
Ga» As par transformation orthogonale (c’est-à-dire par simple rota- 
tion autour de r,) sont également des coordonnées normales. 

6.19. Les conditions initiales de l’écartement x; sur l'anneau sont 


nm (0)=a et zx (0) = x3 (0) = x (0) = 0. 


En partant de là, on obtient pour les coordonnées normales q; (voir 
formule (7) du problème précédent) les conditions initiales : 


aO= 77 m(O= ds (0)= 7, ai (0) = 0. 


U= +, = COS Gi, Qy=—5— 008 Os, 
V3 Æ V6 


et, compte tenu de ce que @, — ©, on obtient en définitive 


z ee OS Dot 
17 3 3 C Dot, 


T=t=T+r COS Of. 


6.20. En se servant des notations du problème 6.18, la fonction 
de Lagrange du système devient 


L= (+ 223 + 823) — . [2 (ti — 22)? + 


+6 (2 xs) +3 (zs— 2)]. (1) 


Par substitution zx; — À; cos (ot + ®), les équations de mouve- 
ment se réduisent au système de trois équations algébriques: 


(— mo2+ 5k) A,—2kA,—3kA43=0, 
— 2kA, + (—2mo2+ 8k) A —6kA,=0, | 
— 3kA,— 6442 + (— 3mo2-+ 94) As = 0. 


Ce système admet une solution non triviale si son déterminant est 
nul : 


\(2) 


o? (mo? — 64)? = 0, 


De là on tire les pulsations propres du système: 


6k 
Oy=0, = os— v #. 
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A la valeur w, = 0 correspond une solution évidente : la rotation 
sur l’anneau avec la vitesse angulaire constante 


{ 
= p Gie U(t)=Ci+Cy (3) 
| 


Pour les mêmes pulsations ©, — 3, dans le système (2) seule 
l’une des équations demeure indépendante 


Ai + 243 + 343 = 0. (4) 


Tout assortiment de grandeurs À; satisfaisant à la condition (4) 
correspond à des oscillations de pulsation &,. En particulier, il est 
possible de choisir des oscillations pour lesquelles la première, ou 
la seconde, ou la troisième particule soit au repos: 


0 3 2 
© 
«| | 3. lg | «= (1) ie (9) 
_ _—1 ar: 


qu = Ci cos (œst + qi, à = 2, 3, 4 
Selon (4) toute combinaison linéaire de vecteurs (5) est orthogonale 


au vecteur 
/4\ 
3 e. 


Il est aisé de se convaincre que l’assortiment de vecteurs 


J 5 
Tir lo se [ q3 (6) 
{ 


permet, comme dans le problème 6.18, de déterminer les coordonnées 
normales qui transiorment la fonction de Lagrange (1) en une forme 
diagonale. Les vecteurs (6) correspondent non pas à la simple relation 
d'orthogonalité (comme dans le problème 6.18) mais à la relation 
d'orthogonalité pondérée (voir problème 6.22). 

6.21. Les vecteurs des oscillations naturelles sont: 


4: 
0 

1 — V2 | Jus To — V5 0 23 
0 
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{ 1 

1 —1 4 4 
Ts À 43 F4 — À hs | (1) 

— 1 1 


Qi = À cos (ot + pu), L=%+, 2, d: Ga = Ait + Aw 
7 2k k 
==} À, m=2y À. 
La fonction de Lagrange du système est 
L=(g}+qi+ qi+ qi— wigi— @igi— og). 
Ce n'est pas évidemment l'unique choix. Tous vecteurs obtenus 
à partir des vecteurs donnés par rotation dans le plan défini par les 


vecteurs r, et r, seront également des vecteurs d’oscillations naturel- 
les, par exemple: 


1 1 
1 1 

= d, rm d, r=rs = (2 
| 4 z| 1 
—1 1 


(rotation de x/4). Toutefois, les vecteurs r;, r,, rs, r, bien qu’indé- 
pendants, ne réduisent pas la fonction de Lagrange à une somme de 
carrés. 

6.22. Les amplitudes des oscillations naturelles satisfont aux 
équations 


— 0? 2] my A9 + Di kyAŸ =0, (1) 
L) ÿ | 

— DD myAV+ DR, A m0, (2) 
j ÿ 


Multiplions l'équation (1) par A!” et l'équation (2) par 4°. En 
faisant dans les deux équations la somme des termes en à, il vient 


— ow} 2 m4 AS) + 2 k,AP AN = 0, (3) 
J 7 

— © 2] myA$" AÏ + Di ki3 AS AS = 0, (4) 
4) 9 


Enlevons l'équation (4) de l'équation (3), compte tenu de ce que 
Mi = My et kiy = kyn et l’on obtient: 


(oi — Of) 2 my AS AS? = 0, 
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autrement dit, si ©, = 4, 
2: m:3AS AS =0, (5) 
1j 


et de même, en partant de (3), il vient 
2 kiyAŸ A = 0. (6) 
ij 


Il est commode de profiter de la terminologie utilisée en algèbre 
linéaire. Le groupe d’amplitudes de l’oscillation considérée sera 
appelé vecteur d'amplitude A% = (AW, AU, ..., AŸ). Les rela- 
tions démontrées (5) et (6) signifient que les amplitudes A® et A 
sont mutuellement orthogonales au cas où le produit scalaire est 
déterminé au moyen de tenseurs métriques m;; ou k;4. 

En cas de dégénérescence (si w, — 1) les amplitudes A et A 
ne doivent pas obligatoirement satisfaire aux relations (5) et (6). 
Mais dans ce cas il est toujours possible de choisir, et cela de diverses 
façons, des amplitudes satisfaisant à (5) et (6).et réduire la fonction 
de Lagrange à une somme de carrés. 

6.23. En passant aux coordonnées normales 


l 
ti > AS Vous 


transformons l’équation de liaison 
2 big —= 0, bi = 2 a; AŸ? 
Les équations de mouvement à facteur indéterminé de Lagrange À 
M (a+ Qfqr) = di 
peuvent être résolues en posant 
qi = Cicos (ot + p), À = À cos (ot + œ). 
En exprimant C, sur la base de l'équation 
M 1 (@? — ©?) Ci = bA 


et en reportant dans l'équation de liaison, on obtient pour les nouvel- 
les pulsations l'équation 
b 
AD 2 — = 0. 

2 M, (Q}—@) 
Pour l'étude de cette équation, il est commode de se servir du gra- 
phique (fig. 129) 

bf 


V0) À O0: 


$ 6. OSCILLATIONS À PLUSIEURS DEGRÉS DE LIBERTÉ 175 


Remarquons que la fonction y (w*) change de signe en passant 
par la valeur infinie pour @? — Q}. Après quoi la disposition des 
racines w, devient évidente. Si l’un quelconque des paramètres b; 
s’annule, l’oscillation naturelle correspondante (ainsi que sa pul- 
sation) ne varie pas avec l'imposition d’une liaison. 


à 


Le phénomène étudié dans ce problème reçoit une interprétation 
géométrique fort simple (voir [6], $ 24). 
6.24. En reportant x; = }, A0AO cos yt dans les équations de 
I 


mouvement 


Dimuyrs + Di ki; = fi cos vt, 
9 9 


on obtient le système suivant d'équations permettant de déterminer 
les coefficients de À : 


— Ÿ? 2m A9 + Zik NPA = f;. (2) 
te , 


Le plus simple est de le résoudre en partant des relations d’'orthogona- 
lité (5), (6) du problème 6.22. 

Pour cela multiplions les équations (2) par A$° et, en sommant 
en #, on obtient en définitive 


RE 
M ; (@3 —Ÿ°) ? 


F,= 24h, Ms=Dimy4 "AS, Ki= DkiyAŸAÿ, 
î 4,5 4,5 

la grandeur wo? — K,/M, étant la s-ième pulsation normale du système 

en conformité avec la formule (4) du problème 6.22 Y). La dépendance 

de À® de y est de nature d’une résonance. 


*) Au cas où certaines pulsations normales sont dégénérées, on admet que 
les amplitudes d’oscillations naturelles qui leur correspondent ont été choisies 
de manière à satisfaire aux relations d’orthogonalité (5) et (6) du problème 6.22. 


176 RÉPONSES ET SOLUTIONS 


Pour les oscillations naturelles g,, introduites suivant la formule 


z= Di AÏ” gs (t), (3) 

8 
on obtient, au lieu de (1), les équations de mouvement suivantes: 
M 393 + Koss = F3 COS vt. (4) 


De là, si le vecteur force jf; est orthogonal à l’amplitude de la s-ième 
oscillation naturelle D A$°f;, = 0, il s'ensuit que la coordonnée 


t 
normale correspondante satisfait à l’équation des oscillations libres 
et la résonance pour cette pulsation, au cas où @ = &,, ne se mani- 
feste pas. 
Notons que Île travail de la force extérieure est dans ce cas nul 


@ù Ji dr; = 2 fiA$® dg, = 0). 


Supposons que le vecteur force est parallèle à une oscillation 
naturelle quelconque : re —= const (i — 1,2, ..., N). Est-ce que 
cette force est en mesure d’engendrer d’autres oscillations naturelles ? 

6.25. Les oscillations permanentes entretenues peuvent être 
représentées sous la forme (voir problème précédent) 


= 2 Bifgo 


AS AS 
B: pan à AS PRE En 
# _s Mi (0ÿ—Y?) 


Le théorème de réciprocité implique que B;; = f;;. 

Quelle sera la forme de l'énoncé de ce théorème au cas où les 
coordonnées x; et zx; possèdent des dimensions différentes (par exem- 
ple, dans le cas d’un système électromécanique) ? 

6.26. Les oscillations naturelles sont 


{ { 0 | 

{ (Q { — m M 

4 VE | 2 0 43: À Qu 
{ ( — 1 — ml M 


où g=At+B, qg;=A;cos(mt+a;), i—=2,3,4: et = 


m 
Fe, à — AL a mi Et 2 . Les trois premières oscillations se devinent 


aisément, tandis que la dernière s'obtient de la condition d’orthogo 
nalité aux trois premières. Comme les masses des particules sont 
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différentes, la condition d’orthogonalité des deux oscillations natu- 
relles À et B a la forme mA.,B, + MA,B, + mA:3B3 + MA,B, = 0 
(voir problème 6.22). 

6.27. Soit x; l’écartement de l’i-ième particule sur l'anneau. 
Deux oscillations naturelles se devinent aisément. Ce sont 


1 4: 
{ 0 

Li — 1 qi(t), rr— _A Q2 (t), (1) 
1. 0. 


| 2 
qu(t)=Cit+ Cr, 2 (0) = Aa cos (@st + qu), = À. 


Les deux autres vecteurs doivent être orthogonaux aux vecteurs (1) 
en métrique définie par les coefficients de forme quadratique de l’éner- 
gie cinétique (voir problème 6.22), c’est-à-dire avoir l'aspect 


a 
b 
r— a q(®). (2) 
re 
2 


En portant (2) dans les équations de mouvement de la première et 
de la seconde particule 


ma + k (Cr — 2 — 2) = 9, mas + k (2x — 2 — 23) = 0, 


on obtient les équations permettant de trouver les grandeurs a, b 
ainsi que des pulsations 


(— mo?+3k)a—+b—0, 
— 2ka + (— mo?+ 2%) b=—0. 
s _5+V5 k 


(5) 


De (3) on tire &,4,=—— 5%, bai =(1+V5)as, ou 
{ \ 
1+V5 
L3,4 — À Q3, a (&), 
_3 VS 
2 2 


3, = Ag, à COS (O3, sé + Ps, 1). 


6.28. a) Soient zx;, y;, z; l’écartement de l’i-ième particule de la 
position d'équilibre. La fonction de Lagrange du système prend la 


12—0734 


478 RÉPONSES ET SOLUTIONS 


forme (voir problème 5.7) 
L=Li(a, 2)+ Lay, W+ Li, 2), 
La(e,2)=+ (ai+ a+ ait ai + ai) — 
Lt (ri) (m5 — 2) at a+ 
+ (re — 25)? + (as — 2) + 5], 


aussi les oscillations suivant x, y et z s’effectuent-elles indépendam- 
ment. Il est aisé de deviner que les oscillations naturelles suivant x 
sont : 


1 0 { 
{ — 1 
= —1}g, r— O Lg, r:=— 1 | gs, (1) 
0 — 1 ; — 1 
0 0 ( 


| 2 
qi = A;cos (@;+ mp), Qi Do = O3 VAS 


Les deux autres oscillations naturelles doivent être orthogonales 
aux vecteurs (1) et prennent donc la forme *) 


a 
a 

Ta,5 = dE GQ,5- (2) 
a 


d 


En portant ce vecteur dans les équations de mouvement de la 
première et de la seconde particule 


ma + k (Qu, — xs) = 0, 
mas + k (4ts — mn — 2 — 23 — 4) = 0, 


on obtient deux équations permettant de déterminer a, d et les 
pulsations Qu: 


(—w°m + 2k) a — kd = 0, 
—4ka + (—mo? + 4k) d = 0. (3) 


*) Soit r4,5 —= (a, db, c, e, d) = r, les conditions d’orthogonalité (r, r;) — 
= (r, r,) = 0 fournissent alors les relations a= b—=c—=e. 
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En résolvant (3), on trouve 
4/8 ne 
o? ,=(37 V5) ns et d,s=(—1+V5) du ,5:. 


En définitive 


En He) 


T4,5 — 


Qu, 5- (4) 
4 
—1+V5 
Pour des oscillations sur les axes y et z on obtient des résultats 
identiques à ceux des oscillations le long de l’axe x. Il y a donc dans 
le système rien que trois pulsations différentes : o? — 7 de dégénéres- 
cence nonuple et deux pulsations de dégénérescence triple o?., — 
= (37 V5) < (pour la levée de la dégénérescence voir problè- 


me 6.41). 
b) Les oscillations sur l’axe z se devine aisément 
rs 0 1 
0 1 mnt | 
HT 4) o 12 "3:47 1 | + 
0. —1 F 1. 


F qi= À; cos (ot + qi), == 0=}/ À, =, 


où f est la tension des ressorts, tandis que L est la longueur d’un res- 
sort en position d'équilibre. 

Si j = kl, les oscillations en direction de l’axe x (ou y) ont l’aspect 
identique à celui en direction de l’axe z au cas où l’on considère 


= (y, Los La, da) (OU r = (Ye, Vas Vas Ys)). Si, par contre, f = kl, 
la dégénérescence est alors levée. Deux oscillations naturelles de 


: 2k CARRE 
pulsations ©; = y # et Oo — y + coïncident avec r, et r.. 


Les deux autres, selon la condition d’orthogonalité, doivent prendre 
l’aspect 


cos (ot + p). 


G & &œ à 


12% 
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Pour les obtenir, il suffit de posséder les équations de mouvement de 
deux particules 


mas + k (2x; — xs) = 0 mes + E (2x — 75) = 0. 


Dans ce cas 
2s= [k(ai+ 2) + (m4) |/(26+ À) 


est la coordonnée du point de connexion des ressorts, qui se détermine 
à partir de la condition de l'énergie potentielle maximale pour 
L,9,3,4 donnés. 

En résolvant les équations, on obtient 


ji . 

DE mt er 
2Kkf kl 

D  — = —— 

Mmes Te 


6.29. Dans ce cas la réponse peut être obtenue par une simple 
généralisation des résultats du problème 6.20 sans calcul explicite 
des valeurs des pulsations propres @;. . 

Supposons que le système est affecté d’une dégénérescence : 
@1 = 0, tandis que w, — 3. À la pulsation @, = 0 correspond une 
rotation de la particule sur l’anneau 


{ 
l1 = Â (CE nu Ci) . 
{ 
Par suite de la dégénérescence de la pulsation w, tout vecteur 
A: 
r= | 4, | cos (ot +), (1) 
À; 
satisfaisant à la condition 
M1 + Made + MsA3 = 0, (2) 


constitue une oscillation naturelle de pulsation © = ©,. (L'égalité 
(2) est la condition d’orthogonalité au vecteur r, en métrique définie 
pariles coefficients de la forme quadratique de l'énergie cinétique ; 
voir problème 6.22.) En particulier, il est possible de choisir une 
telle oscillation naturelle (1) pour laquelle la première particule 
soit au repos: 


À: — 0, MoA + Ma » — 0. (3) 
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En portant (3) dans les équations de mouvement 
(m@? — k3 — k3) A1 + ks4o + k43 = 0, 
kaA1 + (ma@° — ki — k3) As + k43 = 0, 
k,A1 + kdo + (m3@° — k1 — ke) A3 = 0, 


on constate immédiatement qu'elles ne possèdent une solution que 
pour 


kAo + koAa = 0. (4) 


En comparant (3) à (4), on trouve que m,k, — m3k3. En répétant 
ces raisonnements pour les cas où, au repos, se trouve la seconde ou 
la troisième particule, on constate qu’en cas de dégénérescence de 
pulsations les coefficients k; satisfont nécessairement à la condition 


Miks = Make = Mhz. (2) 


D'autre part, ces raisonnements impliquent que (5) est également 
la condition suffisante de la dégénérescence des pulsations. En effet, 
si la condition (5) est remplie, le système possède trois oscillations 
naturelles différentes aux pulsations non nulles. De ces trois oscilla- 
tions, en vertu de (2), deux seulement sont linéairement indépendan- 
tes. [Il s'ensuit donc de façon univoque que les trois oscillations possè- 
dent la même pulsation. 

Donc (5) est la condition nécessaire et suffisante de la dégénéres- 
cence des pulsations. 

6.30. Pour la solution de ce problème il est commode de se servir 
de la méthode exposée au problème 6.27. 

a) Les oscillations naturelles 


1 1 
T4 — 1 (Cit + Co), lo en | + 1 À) COS (oo + Do), 
1 "0 
1 
| 1] 400 (ust+ qu) 1) 
— 2 
3+2e)k 3k Ôk 
or PTE, DE = er 


sont proches, pour des & petits, des oscillations (6) du problème 6.18: 
les amplitudes des vecteurs oscillations coïncident, les pulsations 
demeurent, toutefois, différentes. Aussi, si dans le problème 6.18 
toute superposition des vecteurs r, et r, impliquait-elle également 
des oscillations naturelles, maintenant le choix du vecteur r, et rs 
est absolument univoque. 
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b) Les oscillations naturelles 


| | 
Ti —= (ere a (1) some 
4 0 


{ 
T3 — 1 9 A3 COS (@gt + Ps); (2) 
7 {Le 
2 3k 2 __ 3—+e k _ Ôôm 
Pam Mie m' Um 


sont proches, pour des & petits, des oscillations (6) du problème 6.18. 


Si la surcharge était additionnée à la particule 2, les oscillations 
naturelles 


1 : à RS 
T1 — £ | (Cit+ C2), 12= ] À; cos (@zi + Pa), 
\1 — 1 


1 
2 
= —— À, cos (@st + P3) 
1 


sont proches de la superposition des oscillations naturelles (6) du 
problème 6.18. 


{ 
C) Ti — f:) (Cit+C), 
{ 


(8) — 2 
To,3 — { ] + Ds, 3 | ) COS (Do, 34 Po, 3); 
— | 


bas __ E—e, + V ei +ei—ee, 
. Rega — EE (] 
023 Eyes F VEÎHE—6€2 
2 — 2 2 
D,,: © à (3 — Ey — Eo + V e+ Es — E4Eo), 


ôm; 
m L] 


i 
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a 

6.31. a) Le vecteur déplacement initial r (0) — 0 | assimilé 
dd 

à une superposition de vecteurs r; (voir formule (1) du problème 
précédent) pris à l’instant origine £—0 est de la forme 


r (0) =r; (0) + r (0) +rs (OY. (1) 
Représentons de façon analogue le vecteur vitesse initiale 
r (0) = r, (0) + r> (0) = r3 (0). (2) 


À partir du système d'équations (1) et (2) on obtient les valeurs sui- 
vantes des constantes: À, = A, = a/2, C; = Ci = ge = ps = 0 
soit 


EDal 
COS ot + COS st cos _ COS @3t 
ne Z a .. Eat … 
2 — COS oi -+- COS @at sin & Sin @ot 
— 2 cos wat — COS Of 


Donc le mouvement des particules Z et 2 est celui d’un battement 
dont la pulsation est fonction de la perturbation ôk, tandis que la 
particule 3 participe à une simple oscillation de pulsation w,. Souli- 
gnons que même une très petite adjonction Ôk se traduit par une 
accumulation de variations qui, au bout d’un laps de temps suffi- 
samment grand, deviennent importantes (comp. avec problème 2.36). 


6.32. a), b) 


{ { À 
— 1 À ar | 

T— _1 Gift), = 24 Qo(t), ra v { qs,a (t); 
1 — 1 + 1 


c) idem que dans le problème 6.21, formule (1). 
6.33. 


2k + 20k 2k. 
Li,2 = — su = ES COS = t+— cos + d ; 


les oscillations des particules ont le caractère de battements (voir 
à ce propos problème 6.31). | 
6.34. On peut s'attendre à ce que les variations des pulsations 
et des vecteurs des oscillations naturelles soient minimes et utiliser 
alors la méthode d’approximations successives. Il est commode de 
passer alors aux coordonnées normales du système étalon (voir 
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problème 6.24) 


AV. 
2 
Dans ce cas ÔZL prend la forme 


Â CR 
ÔL = D > (ÔMisqqs — OArsqQs) (1) 


RS 
M 1 — 2 8m ;APAS, Kis— >) 8k;; APAS”, (2) 
î, À 
tandis que les équations de mouvement sont 
Mi (a+ wig) = — Z (EM + ÉKugs). (3) 


En posant que dans l’approximation zéro seule l’oscillation qg, est 
amorcée, on peut laisser dans les seconds membres des équations (3) 
seulement les termes en s = n. 

Pour déterminer l’adjonction à la pulsation w,, il suffit d’écrire 
la seule équation avec ! = n: 


(My +65Mun) In + (Man0à+ 8Kan) An = 0, 


soit 
| Mn +ôK 
\2 _ MnnOA nn. 
on += Sen 
de sorte que 
_ ÔKnn On0M nn 
On on — Zn @ 


Les équations à / == n permettent de trouver les corrections au 
vecteur de l’oscillation naturelle. Dans ce cas les seconds membres 
des équations peuvent être pris pour des forces associées de pulsa- 
tion @,. L'’excitation d’oscillations g,, comme on s’y attendait, s’est 
avérée faible, car ces « forces » sont peu intenses. 

On peut également obtenir les approximations suivantes qui pré- 
cisent les corrections à ©, et aux vecteurs des oscillations naturelles 
(voir [13], ch. 1, $ 5). 

Il est utile de noter que la grandeur ÔW,, dans (2) est une adjonc- 
tion au double de l’énergie cinétique du système à condition que 


les vitesses x; — A°”. Il s'ensuit qu'avec l'accroissement des masses 
des particules ÔM,, > 0 et, partant, selon (4), ôw, < 0. De façon 
analogue il est facile de constater qu'avec l’accroissement des coef- 
ficients de rigidité des ressorts les pulsations propres ne peuvent 
qu'’augmenter (comp. avec [6], $ 24; [151). 
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Il importe de comprendre ce qu'il arrivera quand on recherche 
la correction à une pulsation dégénérée (soit ©, — &,). Dans ce 
cas la « force » dans le second membre des équations (3) s'avère de 
résonance. Aussi la coordonnée g, croît-elle dans le temps et on: 
doit en tenir compte également dans les seconds membres des équa- 
tions (3). On doit donc dans ce cas se servir des équations (3) simulta- 
nément à { — n, p, en ne laissant dans les seconds membres que les: 
termes avec S — nñn, p 


M} (Qn Lo DFIn) St E OM pnQn — OM np — OK nn9n — OK 595; 
M} (9p + @$qp) = — ÔM pnQn DS ÔM ppp — ÔK pndn RE) OK ppQp: 


Il est évident que ce qu’on vient de dire se rapporte au cas de ©, Æ @,.. 

Bref, pour déterminer les corrections à toutes les pulsations. 
propres (y compris la dégénérescence), dans l’adjonction (1) à la 
fonction de Lagrange on peut laisser tomber tous les termes contenant. 
les produits des coordonnées normales se rapportant aux différentes: 
pulsations du système étalon. 

6.35. Utilisons les notations et les résultats des problèmes 6.27 
et 6.34. Il est d'emblée clair que Ôw, — 0. Quant aux autres pulsa-- 
tions 


(9) 


D En)i Ômij (Tn); 
Do, = _--, p=9 9, 4: 1): 
È 2 S(rn)i mij (rn); œ 
3 


La matrice de l'énergie cinétique m;; est diagonale, avec 
Mu = Mos = Mas = M, My = 2m. (2) 
La matrice Ôm;; a un seul élément différant de zéro 
ÔMu — ÔmM. (3} 


En portant dans (1) les expressions (2) et (3), de même que les com- 
posantes des vecteurs d’oscillations naturelles r, obtenues au proble- 
me 6.27, il vient 


{ 
ÔDo — TZ ÉD 03, à = —_ 


6.36. Le potentiel vecteur est choisi sous la forme 


A (—y, x, 0), 


quant à la fonction de Lagrange, elle est 


On 


. . e e e . 
LR (a+ y+ 2) —< (oi22 + O2 + Dr) + (ay — ya). 


186 RÉPONSES ET SOLUTIONS 


où = . On obtient pour x et y les équations 
x + OX —@y = 0, 


11 est commode de rechercher les oscillations sous la forme 
x = Re (Aeï%t), y = Re (Beiïft), 
Le système d'équations 
(wŸ—- 2) À — io %QB = 0, 
10% QA -+- (©? — 622) B — 0 
aboutit aux oscillations 


x = Re (Age °#!) = a, cos (Qt px), 
(0) QB 
iQ, t de : 
ve Re (4 pe 600) = a pag Sin (Qt + qu), 


A = ape, el: 2, 
de pulsations 


1 | ——— 
1,2 = 5 Loi +0+ 06% + V (oi+ 05 + mé) — Aufo:]. 


Soit, pour plus de netteté, o1 > &2, 6g>>0. Alors la première 


des oscillations trouvées est un. mouvement sur l’ellipse dont le 
grand axe est dirigé le long de l’axe x dans le sens des aiguilles d’une 
montre, tandis que la deuxième sur l’éllipse dont le grand axe suit 
l’axe y, dans le sens opposé. 

Le mouvement le long de l’axe z s'avère un mouvement harmo- 
nique, indépendant du champ magnétique, 


Z = 3 COS (at + Pa). 


Le mouvement libre de l’oscillateur constitue une superposition 
d’oscillations obtenues. Ces oscillations peuvent être appelées natu- 
relles, en généralisant ainsi la notion d'oscillation naturelle: les 
mouvements en direction des axes x et y s'effectuent avec la même 
pulsation mais avec un certain déphasage. On ne peut ramener la 
fonction de Lagrange à la forme diagonale par transformation linéai- 
re des seules coordonnées, vu que le passage aux coordonnées nor- 
males implique dans ce cas une transformation canonique (voir 
problème 11.7-11.9). 

a) Si le champ magnétique est faible, © & @©1 — w2, les ellipses 
des oscillations naturelles sont très allongées, tandis que les pulsa- 
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VELO 1.2 
2(0?—0$) 
l'oscillateur en l’absence de champ magnétique remplit un rectangle 
dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées (voir problè- 
me 6.4); l’influence d'un faible champ magnétique se réduit äune 
petite déformation du domaine rempli par la trajectoire. (Le théorème 
de Larmore est ici inapplicable car lechamp ÜÙ est dénué de symétrie 
par.rapport à l’axe z.) 

b) Dans un champ magnétique intense @% © @1, 2 l’oscillation 


tions Oo O1 2 + sont proches de w, ,. La trajectoire de 


C2] 


naturelle de pulsation Q, Æ o% s'effectue sur un cercle, tandis que 


l’oscillation naturelle de pulsation Q, = . sur une ellipse au 


rapport entre les axes parallèles respectivement à x et y égal à 2/01. 
Il s'effectue donc un mouvement suivant le cercle dont le centre se 
meut relativement lentement sur une ellipse. 

Il est connu qu'avec le mouvement d’une particule chargée dans 
un champ magnétique uniforme intense le long d’un plan perpendicu- 
laire au champ, l'apparition d’un faible champ quasi uniforme U(r) 
{c'est-à-dire tel que la force F — — = varie insensiblement sur une 
orbite proche de la circulaire) s'accompagne d’un lent déplacement 
(dérive) du centre de l'orbite dans la direction perpendiculaire à F 
{c'est-à-dire suivant la ligne de niveau U(r)) (voir [2], $ 22). Notons 
que dans le cas considéré une dérive analogue s’observe également 
dans un champ fortement inhomogène d’un oscillateur. 

C) Si © — ©@>2, les oscillations naturelles dans le plan (x, y) s’ef- 
fectuent sur un cercle dans des sens opposés avec des pulsations 


Q., = © + 0%/2, où ©= Vo? + wË%/4. Donc dans le système 
en rotation avec la pulsation —w5%/2 les deux pulsations de ces mouve- 
ments s'avèrent identiques et égales à @. Ces mouvements sont des 


oscillations naturelles d'un oscillateur isotrope de pulsation ©. En 
effet, la somme et la différence de ces oscillations de mêmes ampli- 


tudes 
Cos A (e u 
ER = ee 
— Sin @f Sin 


sont des oscillations linéaires suivant les axes x et y. (On néglige la 
dérive le long du champ magnétique.) 

Si le champ magnétique est faible og & &,, © & &@,, toute 
l'influence du champ sur le mouvement de l'oscillateur se réduisant 
à l’apparition d’une rotation (« précession ») autour de l’axe z de 
pulsation —@3;x/2 (théorème de Larmore. comp. avec [2], $ 45). Si, 
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par contre, © > &, le recours au système en rotation cesse d’être 


parlant. 
6.37. Les équations de mouvement 


. + 2 2 
TZ + OT = &,Y, 


+ e 2 L2 L] 
Y + OO y = —@,7 + @,z, 
LES] 2 LC] 
21 DZ = —D,y, 
où 
ee ee 
D, — x : O, — Z . 
mc mc 


se résolvent au moyen d’approximations successives. Cherchons les 
coordonnées sous la forme x = x + 2%, y = y® + y®, z — 
— 3 + 2%, où x, y®, 2% sont petits devant x, y®, zd, En 
première approximation, négligeons les pejits termes aux seconds 
membres des équations: 


x = À cos (@it + «&), 


y® = B cos (œst + R), 
zD = C'cos (@st + y). 


Les corrections z®, y®, z® se déterminent à partir des équations 


x (2 + Dix D = @,y D | 


, 2 e . 
y 2 + OSy 2 — — @,a200 + 6,2, (1} 
. 2 . 
7 (2) +- 0,22 es 1 PA) Mau 


On obtient 
20 = = %:02B sin (Os +P) 
O? — 02 . 
0,4 sin (oy#+a)  w,04C sin (@st +) (2) 


2 —_ m2 2 __ p2 , 
O5 — of D; — 03 


(2) — 
y — 


2 — 102 sin (@st+ Ê) 
03 — ©} 


Les corrections s'avèrent petites si | ©, | & | ©, — &, |, | ©, | & 
& | ©, — &w;, |. Les oscillations naturelles sont des oscillations sur 
les ellipses fortement allongées suivant les axes de coordonnées. 

Si, par exemple, | ©, | > [eo — @, |, [ox | | ©: — © |, 
x® et y® ne sont plus déjà, en vertu de (2), petits. La raison en est 
dans le fait que les pulsations des « forces » ©,y® et —o,x® dans (1} 


sont proches des pulsations propres de l’oscillateur. Dans ce cas il 
faut conserver dans les équations de la première approximation les 
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termes de résonance: 
AED + xD — o,y(? — 0, 
YO + yo L @,T 0 = = 0, (3) 


70 + @ 274) — — = 0, 
c'est-à-dire tenir compte de façon précise de l'influence de &,. 
Le système (3) a été étudié dans le problème 6.36. Il existe des équa- 
tions donnant les corrections de second ordre 


x (2) + ME AS — 0, 

. o . . 

ÿ'e) + oSy 2? — O2, 
g{2) =} 522 RE OA / LR 


Ecrivons les oscillations libres et, pour ne pas trop surcharger les 
formules, limitons-nous au cas de ©, = &@, = ©: 


TL o 
: . oz 
Ve Ro i A0 5 LES 
| OO x 
* + 03 — 0? 
{ : 1 0 
7 i(o- —Z\t HOAO? 
+ À, pp e ( y ) + À Gi 0 eiost (4) 
. @?—@? , À 


Les oscillations naturelles (4) de pulsations © + TS s'effectuent 
(dans l’approximation adoptée) sue cercles dont les plans forment 
vec le plan (x, y) des angles Er = (rotation autour de l’axe y), 


tandis que l’oscillation de ne ©: à lieu sur une ellipse forte- 
ment allongée suivant l'axe z et située dans le plan (y, 2). 

6.38. Les oscillations du pendule sont supposées petites, l’angle 
étant lu de la verticale dans le sens opposé aux aiguilles d’une mon- 
tre; en guise de seconde coordonnée prenons la charge q de l’arma- 
ture droite du condensateur. Avec l’écartement du pendule de l’angle 
@ s flux magnétique à travers le contour est égal à Dj— const — 


. = HP, aussi la fonction de Lagrange (voir problème 4.21) 
devient-elle 


L= Z mp + Lg — mglg—T — Hl29g | 


Si l’on introduit les coordonnées x—/l@ et y— £/mgq, la 
fonction de Lagrange du système ne différera de celle du problè- 
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| { C1 
2 2 a 
me 6.36 (aux paramètres +, =, O0 — ne 


pour 2=0) que de la dérivée totale par rapport au temps: 


— 05e zy. Aussi les équations de mouvement et leurs solutions 
du problème 6.36 conviennent-elles également dans le cas con- 
sidéré. 

6.39. Soit 

r = À cos (ot + p), A = (4,, 4,,..., A x) (1) 

une oscillation naturelle quelconque. Comme la substitution x; — 
—+ © S;;x; ne change pas l'aspect de la fonction de Lagrange, il 

j 
doit, à côté de (1), exister une oscillation naturelle de la forme 


Sr = SA cos (ot +), (SA); = > S;;A4. (2) 
T4 


S est ici une matrice aux éléments S;, qui, selon les données du 
problème, possèdé les propriétés (£ étant la matrice unité, ST la 
matrice transposée de S): 


ST—S, SS—E. (3) 


a) Si la pulsation donnée w n’est pas dégénérée, la solution (2) 
ne peut différer de (1) que d'un facteur commun: 


ST = cr. 
De façon analogue 
SSr = cSr = c°r. (4) 


Puisque SS — EF, il s'ensuit immédiatement de (4) que r = c?r ou 
c? — À et c — +1. Aussi pour une pulsation non dégénérée a-t-on 


soit Sr — +r, soit Sr = —r. 


b) Si la pulsation w est dégénérée, les oscillations (1) et (2) peuvent 
ne pas coïncider. Mais leurs somme et différence 


r + Sr — (A + SA) cos (@t + %) 


sont également des oscillations naturelles de même pulsation qui 
possèdent des propriétés de symétrie nécessaires. 
c) L’adjonction à la fonction de Lagrange est de la forme AL = 


Fr Dire, où 
Î —. (f1: fa nr #9 fn) 


est la force extérieure agissant sur le système. 


$ 6. OSCILLATIONS À PLUSIEURS DEGRÉS DE LIBERTÉ 199 


Admettons que Î est symétrique, tandis que l’oscillation naturelle 

r, de la forme (1) est antisymétrique par rapport à la transformation S, 
c'est-à-dire | 

ST = +f, Sr, = —r,. (5} 


La force considérée n’agit pas sur l’oscillation r, au cas où les fac- 
teurs f et r, sont mutuellement orthogonaux (voir problème 6.24): 


(Ë, ro) = 0. (6} 

De (5) il s'ensuit que 
GS, Sr) = — (f, ro). (7) 
D'autre part le premier membre de (7) peut être récrit sous la forme 
(SE, Sr,) = (f, STSr,). (8) 


De (3) il ressort de façon évidente que STS = Æ,. Comparant alors 
(7) et (8), on obtient immédiatement (6). 

Est-ce que les points a)-c) du problème se conservent intacts s’il 
n’est pas exigé que ST soit égal à S? 

6.40. Soit x; l’écartement de l’i-ième particule sur l'anneau de 
la position d'équilibre, pour plus de netteté le déplacement dans le 
sens opposé aux aiguilles d’une montre est considéré comme positif. 
Le système.est manifestement symétrique par rapport à une rotation 
de 180° autour de l’axe AB passant par la position d'équilibre de la 
seconde particule et le centre de l’anneau. La fonction de Lagrange 
du système 


4 
L=— (a+ a+ a+ À (+2) —+ | > (ti — tin) + (&5— 2)? | 
| i=1 


ne modifie donc pas sa forme avec la substitution correspondante à 
cette rotation 


Lo Los Li —Tg, Lg à —Lyy La — Ts, Lys > —2Xn. (1) 


Le recours aux considérations de symétrie (voir problème précé- 
dent) et d’orthogonalité permet aisément de ramener ce problème 
de cinq degrés de liberté à deux problèmes indépendants de deux 
degrés de liberté chacun. 

En effet les vecteurs d’oscillations naturelles, symétriques comme 
antisymétriques dans la transiormation (1), prennent la forme 


a 
0 

Tr=Ù —a lcos(o.t-+®,), 
b 
— b 
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COS (@at + Pa). 


To — 


h + D &Q À 


De plus, on devine facilement une « oscillation » antisymétrique 
ui est une rotation de toutes les particules sur l’anneau 


{ 


(Ct+ Ci), O4 — 0. 


l'ai = 


> à pr à 


Deux autres (outre r,;,) oscillations antisymétriques doivent être 
-orthogonales à r,, à tenseur métrique défini par les coefficients de 
l'énergie cinétique, c’est-à-dire 
m (2c + d) + 2Mf = 0. (2) 
Tout compte fait, il reste en somme deux coefficients indétermi- 
nés dans r, et r.. [Il suffit pour leur détermination d'utiliser deux 
équations de mouvement des cinq, par exemple pour la première et 
Ja cinquième particule: 
mt + k (2x, — x, — x5) = 0, 
CR] (3) 
Mis + k (2x5 — 24 — 21) = 0. 
En y portant la forme explicite de r., on obtient pour deux oscillations 
symétriques 


m 2 
Di,2 = (= vh,2—2) i,9: 


O2 Er (2M + 3m + V 2(M—m}? + 5m). 
De façon analogue, portons dans (3) le vecteur r, et, compte tenu de 
(2), il vient 


M 2 2M 
Cas (+ @é,3—1) fon dos — 260,8 fa,s, 


D. sr (M im ÿ= EM m} ++ m2). 


6.41. Le système étudié est proche de celui analysé dans le pro- 
blème 6.28a, la fonction de Lagrange dans le problème considéré ne 
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différant que d’une petite quantité 
ôL—6L (x, x) + 6L3(y, y)+ôLs(z 2), 


ÔL, (x, x) — Fe [TS + (to — 25)? + (te _ T5)? + x], 


et 1. 


Dans ce cas les oscillations suivant x, y, z s'effectuent indépendam- 
ment. On ne s'intéresse qu'aux oscillations suivant x. 

Il est commode pour la détermination des pulsations d’oscilla- 
tions de recourir à la méthode d’approximations successives (voir 
problème 6.34). Les pulsations ©, , ne sont pas dégénérées, de sorte 
qu’à ces oscillations on peut appliquer directement la formule. (4) 
du problème 6.34. 

La pulsation ©, du problème de base (6. 28a) est triplement dégé- 
nérée, donc pour la détermination des corrections à la pulsation et 
aux vecteurs d’oscillations naturelles il semble qu’on devrait étudier 
le système d'équations (5) du problème 6.34. Or les propriétés de 
symétrie du système permettent aussitôt d’ indiquer ceux des vecteurs 
d’oscillations naturelles du système étalon qui varient insensiblement 
avec l’adjonction de ôL. C’est précisément les vecteurs (1) du problè- 
me 6.28, car ces derniers sont justement doués de propriétés déter- 
minées de symétrie: l’oscillation r, est symétrique par rapport à 
l’axe AB et antisymétrique par rapport à CD, r,;, étant symétrique 
et r, antisymétrique par rapport aux deux axes. Les corrections 
aux pulsations de ces oscillations peuvent également être calculées 
d’après la formule (4) du problème 6.34. : 

En remplaçant 2, = —23 — 1, x, = x, — xs = 0, il vient 

ÊK,, = —2ôL;, = 0, 
de sorte que ôw, — 0. De façon analogue 
ÔKyo = —26L (mn = t3= 25 = 0, 2 = —2, = 1) — —4ek, 


Mo=2Lil(ti=ts=25=0, œ=—t=l, 2=0)—2m, 


' k 
soit 0, — 72 5 


OKys——4ek, M;=äm vs —+ EE 
a 
0 
En représentant le vecteur écartement initial r (0) — 0 
— 
0 


et le vecteur vitesse initiale r (0) —0 sous la forme r (0) = Ÿ r; (0) 
| i 


13—0734 
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et r(0)=>r; (0) respectivement, on obtient que 
î 


A, = A;= A3, A,= As=@p;=0. 


Donc dans l’approximation considérée les quatrième et cinquième 
oscillations naturelles ne sont pas amorcées et les oscillations des 
particules 


L1,8= 5 (+ cos œ;t + cos wat), 
Lo. à = (+ cos mot — cos @st), x; —=0 


sont du type de battements (voir à ce propos problème 6.31). 
6.42. Dans ce problème il convient d'utiliser la méthode d’appro- 

ximations successives (voir problème 6.34). La variation de masses 

implique l’apparition de l’adjonction à la. fonction de Lagrange 


4 . e 
ôL=-—(0mx; + ôm,x:). 


Il faut l’exprimer en fonction des coordonnées normales du système 
étalon (voir problème 6.21). Dans ce cas le coefficient du produit 


des vitesses généralisées g:q,, correspondant à la pulsation dégénérée, 


devient nul. Les produits restants QI (pour &,  &©,) peuvent être 
négligés, comme c’est indiqué au problème 6.34. Il vient 


Les 1 : 1 jé : 
ôL, = 3% ÔmQi + TZ Ôm2q3 + ri (ôm, + Om) (g3 + gi). 


La fonction de Lagrange L + ÔL,, comme la fonction de Lagrange 
du système étalon, se sépare en termes dont chacun ne renferme 
qu’une seule des coordonnées g. Les coordonnées q; demeurent ainsi 
normales et pour le calcul des corrections aux pulsations on peut 
recourir à la formule (4) du problème 6.34: 


€o 


0, = — Z4 


Di,  ÔDo — — O3, 


Re 
4 
tt 9, SU mn. 


0O3= — 

Toutes les pulsations propres du système sont devenues diffé- 

rentes, la non-unicité de choix des vecteurs d’oscillations naturelles 

disparaissant: à la précision jusqu’à &; près, ce sont les vecteurs (1) 
du problème 6.21. | 

Il est intéressant que pour Ôm. — Ôm, les pulsations ©, + Ô& 

et ©: +. 0@, coïncident de nouveau l’une avec l’autre (à la précision 

des corrections de second ordre près | ôw, — ô&, | — e/o,). Dans 
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ce cas la fonction de Lagrange L + ÔL, implique de nouveau un 
choix de vecteurs non univoque d’oscillations naturelles. Toutefois, 
pour une solution précise du problème, au cas où Ôm, — ôm,, les 
vecteurs d’oscillations naturelles prennent la forme 


1 1 1 
1 { 1 
À —2 |? + Vi+e+9,e2+83e |’ À 
À —# LH ViTe+ der 3%, 1 


et pour des petits & ils sont proches des vecteurs (2) du problème 6.21 
(à la précision des facteurs de normalisation près négligés ici). Une 
forte variation de l’aspect des oscillations naturelles se produit dans 
le très étroit intervalle de variation des masses | ôm, — ôm, | < e°m 
(comp. avec problème 6.5a). Pour la détermination des vecteurs 
d'oscillations naturelles dans cet intervalle de valeurs de ôm,, 
ôm, on pourrait recourir à l’approximation suivante de la méthode 
des approximations successives. 

6.43. Vraisemblablement, les mouvements des particules en 
direction des axes AA et BB sont indépendants. Étudions le mouve- 
ment en direction de l’axe AA. 

Pour les première et quatrième particules, l’écartement à gauche 
sera considéré comme positif, pour la deuxième et la troisième, ce 
sera l’écartement à droite. Selon les résultats obtenus au problè- 
me 6.39, les oscillations naturelles r = (x,, x, «3, x,) peuvent être: 
choisies aussi bien symétriques qu’antisymétriques par rapport aux 
axes AA et BB. Pour une oscillation symétrique par rapport à 
l’axe AA x, = x, &) = X3. Si, en outre, cette oscillation est symé- 
trique par rapport à l’axe BB, on a aussi x, — 2, 2x3 — z,, de sorte 
que pour cette oscillation doublement symétrique on a r,, — 
= (1, 1, 1, 1) gs. 

Pour une oscillation symétrique par rapport à l’axe AA et anti- 
symétrique par rapport à l’axe BB, on à x, = %,, ds — x3 et x = 
= —Ly, TL, = —Z%X3, de sorte que 


lsa — (1, —1, —1, 1) sa: 
De façon analogue, on obtient 
Vas — (1, 1, —1, —1) ass Taa — (1, —1, 1, —1) Qaa- 


La même méthode permet de trouver les vecteurs des oscillations 
naturelles suivant la direction verticale. 

Les pulsations des oscillations peuvent s’obtenir en portant les 
vecteurs trouvés‘dans les équations de mouvement. 

En cas de dégénérescence, en plus des oscillations naturelles 
trouvées, il existe une multitude d’oscillations naturelles démunies 


13* 
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de propriétés mentionnées de symétrie. Il est aisé de comprendre, par 
exemple, que les pulsations d’oscillations ss et aa coïncident w,, — 
= ©, = 2 V kim au cas où la tension des ressorts n’est pas quel- 
conque mais est égale à k1 (où Z est la longueur de chaque ressort en 
position d’équilibre). Maïs alors toute superposition de vecteurs 
Too et rs Sera une oscillation naturelle, par exemple le vecteur 
(4, 0, 1, O) que. 

De façon analogue s’obtiennent les vecteurs d’oscillations natu- 
relles en direction de l'axe BB. | 

6.44. Vraisemblablement, les oscillations en directions de AA, 
BB ainsi qu’en direction perpendiculaire au plan du cadre sont indé- 
pendantes. Passons à l'étude, disons, des premières. 

. Les composantes du vecteur oscillation peuvent être disposées 
en tableau correspondant à la forme du cadre. Pour les particules 
se trouvant à gauche de l’axe BB on considère comme positifs les 
écartements vers la gauche, pour les particules se disposant à droite, 
les écartements vers la droite. L’oscillation ss, symétrique par rapport 
aux deux axes AA et BB, a la forme 


ESS 


Les oscillations x, À se ramènent aux oscillations du système étudié 


au PRE 6. 7 avec m, = m, = M, où il faut poser k, 
= k+Lk',k =k, ka =2k+k, — f/1. On a donc deux ls 
tions ss. 


Les oscillations s4 symétriques par rapport à l’axe AA et anti- 
symétriques par rapport à l’axe BB ont la forme 


( X —X [i) 
z X — X — T d 


mais maintenant on à ka =k4", k = k+k. 
De façon analogue, pour les oscillations as et aa on a: 


À , 
_:) b=k+3k, k—92k+3k, 
d' k4 == k + 8k", k3 — 3k’, 


La même méthode donne les seize oscillations naturelles res- 
tantes. 
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6.45. En notations du problème précédent le vecteur force prend 
la forme 


er —k", k, un | 
SR SR DL RAP 
Il est orthogonal à toutes les oscillations naturelles à l'exception 


des oscillations symétriques et antisymétriques (sa). Aussi la ré- 
sonance ne s’observe-t-elle que pour deux pulsations y = @%%, où 


Per {EM + m)+ (M 4m) + 


+ VAUCTE m)+ (M m) | +4kMm}. 


6.46. La molécule linéaire C,H, ne possède que sept oscillations 
naturelles: trois oscillations on tadinale et deux paires d’oscilla- 
tions de flexion Re deux plans mutuellement perpendiculaires 


(voir, par exemple [1], $ 24). 
Le problème de Li des deux oscillations longitudina- 
les symétriques x, — —ZXy, lo = —ZX3 se ramène au problème 6.7 


aux paramètres 4 = knc, ka — 2kcc, ki = 0, où knc et kce sont 
les rigidités des liaisons FC et CC. L'oscillation longitudinale anti- 
symétrique Li = Las Lo = Lys) Mal + Mcts = O a pour pulsation 
— 74 ko Lane mc) (la même que celle de la « molécule » CH). 
2 que le. déplacement longitudinal de la molécule 
en bloc x, = x, — x; = x, peut être interprété comme une seconde 
oscillation antisymétrique, la condition d’orthogonalité à la pre- 
mière oscillation antisSymétrique se ramenant à la condition de 
l’égalité à zéro de l’impulsion totale de la molécule. 
L'’oscillation transversale symétrique y, = Ye, Yo = ÿs, sera 


= Fac (ma-Emo), 


‘MEYi + -Mcÿ2 = 0, @? 
icmame 


sè 
knce est ici la rigidité de la molécule à la flexion; avec la flexion 
de la liaison HCC d'angle 6 l’énergié potentielle augmente de knccô?/2. 
L'oscillation transversale antisymétrique y, — —y,, Ye — —y3s 
est de la forme | 
Mmclccys + My (loc + Zlnc) Yi — 0, 
ue, — Fuce mdlèc mn (net lcc}l 
| ramclHclc 

où lc et cc sont les Héinee d'équilibre entre les atomes H — C 
et C — C respectivement. Notons que .le rapport entre les déplace- 
ments des atomes au cours de cette:-oscillation peut être obtenu en 
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partant de l'égalité à zéro du moment cinétique total de la molécule 
(ou de l’orthogonalité au vecteur de la rotation pure de la molécule 
en bloc y; = —y,, ya = —UYs, Ye (2lmc + lcc) = Yilcc qu’on peut 
assimiler à une seconde oscillation antisymétrique). 

6.47. Désignons les écartements des particules de la position 
d'équilibre en direction de BD par x, et x, et en direction de CF 
par y, et y,. La rotation autour de l’axe de symétrie CF de 180° 
se. ramêne aux substitutions: 


els, YU Yo; 


c'est-à-dire que la transformation S de rotation du vecteur oscilla- 
tion r — (x, Y1, Lo, y,) prend la forme 


Sr — (—L>, Yor —Zi Yi). 


Par suite de la symétrie du système il peut s’y produire deux 
formes d'’oscillations: r, — oscillations symétriques par rapport à 
l’axe CF pour lesquelles Sr, = r, et ostillations antisymétriques r, 
pour lesquelles Sr, =—r,. Au cas d'’oscillation symétrique 


(— Las Yos —Ty, Yi) = (A1, Yys Les Ye), d'où 
FT (x, y, —%, y). 


De façon analogue on trouve que 


Ta = (E, Y, à, —y). 


(Pour une oscillation antisymétrique, la rotation autour de l’axe 
de symétrie équivaut à une modification de la phase d’oscillation 
de n.) 

Deux oscillations symétriques et deux oscillations antisymétri- 
ques sont possibles: pour déterminer les pulsations et les vecteurs 
de chaque paire d’oscillations il suffit de recourir à deux équations 
de mouvement. 

Certains renseignements peuvent encore être obtenus sur la 
forme des oscillations naturelles en l’absence de données sur la 
rigidité des ressorts. La condition d’orthogonalité des vecteurs oscil- 
lations r,, et rs se ramène à l'égalité 


2m (Lailse + Ysise) = 0, 


qui montre que les vecteurs écartements, par exemple, de la parti- 
cule 7, pour chacune des deux oscillations symétriques, sont mutuel- 
lement perpendiculaires (fig. 130, a), phénomène s’observant égale- 
ment pour les oscillations antisymétriques (fig. 130, b). 

On ne peut déterminer la direction de l’écartement de la parti- 
cule à chaque oscillation naturelle sans connaître la rigidité des 
ressorts. En effet, si la rigidité et les tensions des ressorts AC et CE 
sont faibles, les écartements des particules dans des oscillations 
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D] 


naturelles sont dirigés à peu près suivant ou transversalement aux 
ressorts BD et, réciproquement, au cas d’une faible rigidité des 
ressorts BD les oscillations naturelles se réalisent à peu près suivant 
ou transversalement aux ressorts AC et CE 

Il va de soi qu’au cas de dégénérescence il est possible de choisir 
d’autres vecteurs d'’oscillations naturelles démunis de propriétés 


si 
= 
52 
a) b) 


Fig. 130 


de symétrie. Par exemple, en cas de mise hors jeu du ressort BD 
ce rôle peut être dévolu aux oscillations de chacune des particules 
suivant ou transversalement aux ressorts AC et CE. 

6.48. Désignons les écarts de chacun des atomes de la position 
d'équilibre en direction de OD par x;, en direction de OA par y; 
et perpendiculairement au plan de la molécule par ;. 

Les oscillations de la molécule C.H, se répartissent en celles qui 
conservent à la molécule sa forme plane et en celles qui sortent les 
atomes du plan. Étudions ces dernières oscillations. 

Il est commode d'écrire le vecteur écartement sous la forme 


Z4 Z4 
— Zo 25 a 
Z3 26 


Pour l’oscillation symétrique par rapport à l'axe AB, 
Zn —= 21, 25 = Z9, 26 — Z3. 


Si l’oscillation est encore antisymétrique par rapport à l’axe CD, 
on a alors 


73 = — 2, 29 = —Zos 25 — —25, 26 — —Z4. 
Donc 
{ 4 
l'sa — 0 0 sa: 
— À "1 


Cette « oscillation » s'est avérée être une rotation autour de l’axe CD. 
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De façon analogue, les oscillations symétriques par rapport aux 
deux axes sont 


Z1 Z4 
ss . Zo Z2 x 
Z1 21. 
L’une d'elles est 
4 4: 
lss,1 — 11 ss, 1° 
Â 4 


C’est un mouvement de translation. L’amplitude de l’autre peut 
être déterminée en tenant compte de son orthogonalité au vecteur 


l'es, 1): 
4mz; + 2Mz3 = 0, 


m étant la masse de l’atome d'hydrogène et M celle du carbone. 
{ { 


oo — 7 — 57 Ass 
1 1 


“L'oscillation antisymétrique par rapport aux deux axes 


1 —1\ 
nel 0 0 Jaa 


| — 1 À 
est une rotation autour de l’axe CD. 
Enfin | 
À —|" 
Tos,i = di —Gi- Gas, i- 
1 1 


Ici, pour la rotation autour de l’axe AB (rss) & = loc/lou qui est 
le rapport entre les distances des atomes de carbone et d'hydrogène 
de l’axe AB en position d'équilibre; pour une oscillation de 
flexion (r,s.2) 
. 2m lox 
nn He 

De façon analogue peuvent être étudiées les oscillations ne sortant 
pas les atomes du plan de la molécule. Le vecteur écartement se: 
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transcrira sous la forme 


Ti V1 Ty Yr 
r = “To Ya L5 V5 
Tay3 LeY6 


L'aspect général de l’oscillation as est de la forme 


| T; Yi Li Hi 
Los = La O0 x Ù 
Ti —Y: T1 Y1 
Dans le nombre d’oscillations as entre la translation de la molécule 


en direction de l’axe x (x, = x», y, — 0). Les deux autres oscilla- 
tions as sont représentées sur la figure 131, a, b. 


a) b) c) 
sæ À | Ÿ an | 4 aa 
€) 
à ss < 


Î) 
Fig. 131 


Pour se représenter l'aspect des écartements d’atomes dansi{ces 
oscillations, notons que la distance ‘entre les atomes de carbone ne 
varie pas, la liaison C—C est « inopérante ». Si l’on néglige les in- 
teractions entre des atomes relativement éloignés (par exemple, 
1—4, 1—5, sur fig. 40), ainsi que la rigidité des angles du type 
1—2—5, les oscillations étudiées coïncideraient alors avec les 
oscillations symétriques, par rapport à l’axe CD, de deux « molé- 
cules » H,C s’effectuant en ‘opposition de phase (comp. avec problè- 
me 6.46 ; les oscillations de la molécule du type À,B ont été étudiées 
dans [1] $ 24, problème 2). 
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La forme générale de l’oscillation sa est : 


Ti Y1 — di Ya 
sa —= 0 y: 0 y 
— Xi Yi T1 V1 


Outre le mouvement de translation en direction de l’axe y, il corres- 
pond au vecteur r,, deux oscillations (fig. 131, c, d). L'une d'elles (c) 
peut être assimilée aux oscillations de deux « molécules » H,C, anti- 
symétriques par rapport à l’axe CD et s’effectuant en phase. L’autre 
(d) est la rotation des « molécules » H,C en des sens différents. Si 
l’on pouvait négliger complètement les liaisons entre les atomes 
éloignés et la rigidité d’angles de type 7Z—2—5, la pulsation de cette 
oscillation s’avérerait égale à zéro. 

Parmi les oscillations aa il y a une rotation de la molécule en 
bloc dans le plan xy, des oscillations antisymétriques de « molécu- 
les » H,C en opposition de phase (fig. 131, e) et leurs rotations dans 
l’un des sens (fig. 131, f). 

Sont également possibles trois oscillations ss (à symétrie parfaite) 
représentées sur la figure 131, g, h, i (pour l'étude détaillée sur les 
oscillations de la molécule d'éthylène voir par exemple [171.) 

6.49. La fonction de Lagrange 


] . . . k 
L= + (ui + 0 + 05) — (| 0 — F0 + — uw | — 7) + 
+ (|r20— Fs0+ 0— us] — 1) + ([rso—rio+us—u,|—1)?}, 
OÙ = |r0— 120] = | r20 —r30/ = |T30 —30l; ua est le déplacement 


de l’a-ième atome de la position d’équilibre définie par le rayon 
vecteur r,, Puisque | u, | & !, il vient 


L= 7 (u?+ u? + nf) — © {(es (us — u3))2+ 
+ (623 (u2 — u3))? + (ea (us— w))?}, (4) 


___Y30 — 10 


l 


T10 — l'20 T20 — T30 
l D. 


C2 — y  C23 — €31 


Dans le système de référence, où l’impulsion totale m (u, + u, + 
+ u;) — (, la condition 
u, + u, + u; = 0 (2) 
est satisfaite. De plus, à u, est imposée la condition 


[riou) + [roue + [rsoual = 0, (3) 
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équivalente à l'exigence pour l’énergie cinétique de la molécule 


M — m > 21 Lao + U,; u,] (4) 


de s’annuler avec une re jusqu’au premier degré en u, inclus 
près. 

Il s'avère profitable de choisir pour la description du mouvement 
de chacun dés atomes son propre système de coordonnées cartésiennes 


u, T'} 


Fig. 132 


(fig. 132), en conservant ainsi la symétrie dans la description du 
système. Dans ces coordonnées, les égalités (2), (3) deviennent *) 


: 3 1 73 | 
n+(—-+vt ee ti )+( 7 ys+ ts) —0, (9) 
1 3 3 
Ya+(— a) (tn Æ )= = 0, (6) 
Yi+ Yo +ys=0, 
soit 
ro h= 75 Ys= Ar 
et 


Em ,°.. ; m ,° + "A 3 
Le (ri + di + 25) — 5 (tits + Lots + ts) — 5 K (ai + xs + ai). 


*) En multipliant, par exemple, les deux membres de l'égalité (2) par e2, 
on obtient (5). Il faut dans ce cas tenir compte de ce que le vecteur e,, possède 
dans les différents systèmes les coordonnées 

[V3 1) V3 1 
= (0, Me, +), =, +). 
tandis que u, — (za y as 
L'égalité (6) s ‘ébtient à à partir de (5) par permutation circulaire des indices. 
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Üne des oscillations naturelles (à symétrie parfaite) est évidente 
(1) __,(4) (41) 1 

D = dr = TL 09. 7) 

1 2 3 V3 qi ( ) 


Les deux autres sont orthogonales à la première, ce qui implique la 
condition *) 


29 La) La$) 0, s = 2, 3. (8} 
L'une de ces oscillations est symétrique par rapport à l'axe x,: 
x = x ; et l’autre antisymétrique: 2% = 0, x = — x? 
Fig. 133 - 


Compte tenu de (8), il vient 


2 2) . 2 2 
x — 93 = —2® 7 à 2 
{ 


(9) 
(3) (3) 
cé dÉ. - 7293 
La substitution 
1 2 
Asa T VA 2; 
1 1 { 
RU ETS VÉE 
D 
amène la fonction de Lagrange à la forme 
m "9 ‘9 2 3k 2 2 2 
L=- (gi +2g;+2qs)—— (gi +4 + 3). (10) 


Les oscillations naturelles correspondant à ces coordonnées sont.re- 
présentées sur la figure 133. Leurs pulsations sont 


3 E JTE 
O1 — D DA” 


*) On a utilisé la métrique k;;. Dans (7), (9) les facteurs devant q sont choi- 
sis de manière que 20) + 20° 1 ZON 2 98 
dl 2 3 gr 
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La forme (10) de la fonction de Lagrange se conserve après rota- 
tion dans le plan Q, q3. 
Le moment cinétique compte tenu des termes quadratiques en u, 


IM|=m|Ÿ uu.]|= m |g93— 030 | 


peut être différent de zéro si les oscillations q, et q, s'effectuent avec 
un déphasage. 

Il s'avère intéressant d'’éclaircir les variations que peut intro- 
duire dans cette image la dépendance de l'énergie potentielle des 
angles entre les liaisons. Sur la pulsation des oscillations q, elle ne 
se ressentira évidemment pas. Par contre, la pulsation des oscilla- 
tions q, et qg, variera, mais la double dégénérescence se conservera. 
En effet, à côté d’une certaine oscillation gq il peut également se pro- 
duire une oscillation déduite par rotation de 21/3. Sa pulsation doit 
être la même que celle de l’oscillation g. Mais d’un autre côté elle 
diffère de q (une rotation de 21/3 ne faisant coïncider avec elle-même 
que l’oscillation g,). On obtient donc ainsi deux oscillations indé- 
pendantes de même pulsation. Dans ce cas les coordonnées normales 
ne doivent satisfaire qu’à une seule condition : être orthogonales à 
4 ; en particulier, g, et g; demeurent des coordonnées normales. 

6.50. a) Introduisons les coordonnées des atomes B de la même 
façon que dans le problème précédent, pour l'atome A les coordon- 
nées sont Z;, Y,, za avec des axes parallèles respectivement à x, y, Z 
et l’origine au centre du triangle. 

. [l'y a quatre degrés de liberté de mouvement permettant de sortir 
les atomes du plan xy: Trois d’entre eux correspondent à une trans- 
lation le long de l’axe z et aux rotations autour des axes 24 et y 
et un degré à une oscillation (pour laquelle, vraisemblablement, 
21 72 23 MA a + m (3 + 2 + z3) = 0). La pulsation de cette 
oscillation o, n’est pas dégénérée et ne peut que fortuitement coïnci- 
der avec celle d’une quelconque autre oscillation. 

Étudions l’oscillation des atomes dans le plan xy, qui est symé- 
trique par rapport à x,. La forme générale de cette oscillation est : 


ÿ = 0, Lo — ss Ya — —Us, y, = 0. 


Le vecteur écartement comprend quatre paramètres indépendants : 
Lis Los Yos Lu autrement dit, à ces mouvements répondent quatre 
degrés de liberté. L’un d’eux correspond à une translation de Ia 
molécule suivant l’axe x,, l’un à une Pre à symétrie parfaite 


Ty = La = Las Yi = Yo = Ys = L = Y, = 0 


de pulsation &, (fig. 134, a), tandis que deux autres répondent à 
des oscillations détruisant la symétrie de la molécule. Les pulsations 
de ces oscillations sont ©, et @, (fig. 134, b, c). 
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Des quatre degrés de liberté restants un correspond à une trans- 
lation en direction de l’axe y,, un à la rotation autour de l'axe z, 
et deux à des oscillations. Ce sont des oscillations qui peuvent être 
obtenues en partant des oscillations de pulsations &©:, w, déjà men- 
tionnées par rotation de 2x/3 autour de l’axe z, (comp. avec problème 
précédent). 

Bref, les pulsations &©,, w, ne sont pas dégénérées, quant aux 
pulsations ©: et ©, elles le sont doublement. 

Notons que les vecteurs de l’oscillation antisymétrique par 
rapport à l’axe x, peuvent être obtenus en connaissant le vecteur 


a) b) d C) 


d) 
Fig. 134 


de l’oscillation symétrique. Il suffit pour cela de procéder à une 
certaine superposition des oscillations obtenues sur la base du vecteur 
de l’oscillation symétrique par rotation autour de l’axe z, d’angles 
+2n/3, c'est-à-dire de prendre leur différence (voir fig. 134, d). 

b) Les variations des pulsations propres peuvent être déterminées 
en recourant à la théorie des perturbations (voir problème 6.34): 


© ÔM 
SD are 


Pour une oscillation à symétrie parfaite on peut choisir en guise 
de coordonnée normale la coordonnée x,. Les quantités M et ÔM 
constituent alors des coefficients dans les expressions de l'énergie 
cinétique et de son adjonction : | 


de sorte que 
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Pour l’oscillation le long de l’axe z l’énergie cinétique et l’ad- 
jonction qui lui est apportée valent : 


de sorte que 
y Ômm À 
2 3m(3m+maA)" 


Par exemple, pour le chlorure de bore le remplacement d’un 
atome de chlore de poids atomique 33 par son isotope de poids ato- 
mique 37 entraîne une diminution des pulsations &, et &, de 0,1 % 
et 1 % respectivement. 

6.51. Supposons que les oscillations qui ne modifient pas la forme 
de la molécule s’effectuent avec la pulsation @, (fig. 135, a). 


0: — 


D D 
LÉ 
LÀ C var 
À A 
B 
b) C) 
Fig. 135 


La pulsation ©, de l’oscillation conservant sa forme après rotatiom 
autour de l’axe OD d’angle 2/3 (fig. 135, b) est en général différente- 
de w,. Une autre distribution des déplacements d’atomes s’obtient. 
en réfléchissant les déplacements sur le plan BCO, on aboutit alors à 
une osCillation ne différant de la seconde que par la permutation des. 
rôles d’atomes À et D. La pulsation de cette oscillation est ©: — 2. 
De même, une réflexion sur le plan AOC conduit à l’échange de places 
entre B et D avec conservation de la pulsation @, — œ,. Cette 
quatrième oscillation ne se ramène pas à une superposition des. 
précédentes, car, à la différence de ces dernières, elle n’est pas symé- 
trique par rapport au plan AOD. 

L'oscillation symétrique par rapport aux plans AOB et DOC 
(fig. 139, c) possède la pulsation @; qui se distingue de w, et @. 
La rotation d'angle 2x/3 autour de l’axe OD, qui équivaut à une 
permutation circulaire de À, B et C, se résout en une oscillation 
symétrique par rapport aux plans COA et DOB, sa pulsation étant. 
O6 — (OLE 

Bref, la molécule possède trois pulsations propres simplement, 
doublement et triplement dégénérées. 
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En conclusion notons que les molécules étudiées dans les problè- 
mes 6.49 et 6.51, à ce qui semble, n'existent pas dans la nature. 
Cependant une méthode d'étude identique peut être également uti- 
lisée pour les molécules réelles. 

6,52 a) Dans des oscillations à symétrie parfaite et doublement 
dégénérées mentionnées au problème précédent (voir fig. 185, a, c) 
l’atome de carbone demeure immobile. Il existe encore deux pulsa- 
tions triplement dégénérées. Les oscillations qui y correspondent 
sont représentées sur la figure 135, b avec cette différence que l’atome 
de carbone y oscille soit dans la direction de l’atome D, soit dans 
la direction opposée. 

b) L’adjonction à la fonction de Lagrange décrivant l’action du 
champ électrique £& (t) est 


ÔL — [es (£) > Ealo) 


où e, est la charge, u, l’é CAremen de l’a-ième atome. 


Dans toute oscillation m S u, + mous = 0, de sorte que 
a=i 


5 CAPE —e, (7 +4) Us. 


a=1 


Pour des oscillations à symétrie parfaite et doublement dégénérées 
Ÿ es Ua = 0 et ces oscillations ne sont pas amorcées. Par contre, pour 


des oscillations de la figure 135, b >} e,u, 0 et ces oscillations sont 
amorcées. 

La résonance est donc possible sur deux pulsations, 

Le vecteur $ peut être décomposé en trois composantes & ; paral- 
lèles aux axes de symétrie de chacune des trois oscillations de la 
molécule à pulsation dégénérée. Chacune des composantes £ ; amorce 
l’oscillation de l’atome de carbone d'amplitude proportionnelle à 
&; et possédant un même coefficient de proportionnalité x. Aussi 
u, = x& et |u;| sont-ils indépendants de l'orientation de la molé- 
cule. On peut de même se convaincre que les amplitudes d’oscilla- 
tions des atomes d'hydrogène | u:,:3, | sont également indépendantes 
de l'orientation de la molécule et sont parallèles au vecteur £&. 


$ 7. Oscillations de chaînes linéaires 


7.1. La fonction de Lagrange du système 


N 
L (x, x) = HD à | Tr; ED (Tr — Tn=1) 24 ak |, (1) 


n—=1 


$ 7. OSCILLATIONS DE CHAÎNES LINÉAIRES 209 


où zx, est l’écartement de la n-ième particule de la position d’équili- 
bre. Introduisons également la coordonnée de la position d'équilibre 
de la n-ième particule X, = na, où a est la longueur d’équilibre 
d'un ressort. Le système d'équations de Lagrange 


mr, + (2x, — x) =0, 
Mn Lk(2rn— Tin tr) =0, n—2, 3, ..., N—1, (2) 
men + k(22n—%n4) =0 

est équivalent au système 


Mn ns k (2Zn — Ln1 — Tn+1) En 0, = 1, 2, e © -) N (3) 


si l’on ajoute la condition supplémentaire 


To = Tati = 0 (4) 


Des considérations physiques poussent à admettre que les oscil- 
lations naturelles doivent être des ondes stationnaires. Il est toute- 
fois plus commode de poser 


Tn = Aeïtot+np) (9) 


Avec ce choix, le système de N équations se ramène à une seule équa- 
tion 


Æ . 
O2= 4 — sin? 
m 


ele 


(6) 


qui définit la liaison de la pulsation à la différence de phases d’os- 
cillations des particules adjacentes o. La signification de la substi- 
tution (5} réside dans le choix pour x, d’une solution sous forme d’on- 
de progressive avec vecteur d'onde p — @/a, vu que nq = nap = 
= pX,. L'équation (6) établit ainsi la liaison entre la pulsation 
et le vecteur d'onde. 

On peut satisfaire aux conditions (4) en tirant la superposition 
‘d'ondes zx, — Aeït®t-n®) LE Bei(@i+n®) progressant dans les deux 
sens. La condition x, = 0 donne À — —B ou x, = 2iB sin (no) eï!, 
c'est-à-dire une onde stationnaire. De la condition à l’autre bout 
Zw+1 = 0 on tire les valeurs possibles des pulsations (« spectre des 
pulsations »). | L | 
L’équation sin (W + 1) ® = O0 aboutit à NV solutions indépen- 
dantes 

TS 


Pare 87 2e visit 2 A), 
14—0734 
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En effet s — 0, s = N + 1 fournissent des solutions nulles, tandis 
que pour s = N +1 la phase my+; — — wire + 27, c’est-à- 
dire que les solutions répondant à s = N +1 s'expriment en fonc- 
tion des solutions répondant à s — N — I + 2. 

À partir de (6) et (7) on trouve V pulsations différentes 


.. k . Ps TR …. 
D = 2 V/ É sin 2) PALETTE Se 2 se Ns (6) 


. Sur la figure 136 les différentes pulsations se placent en points 
discontinus sur la sinusoïde. Le vecteur de l'oscillation naturelle 
correspondant à la s-ième pulsation 


L; sin ®, 
TT Lo > sin 29 
1 eV 120,0 
à TN / . sin Nos 
où 
[ qe (t) = Re (2iBeivst) = C, cos (ost +) 
| > 
est la s-ième coordonnée normale, quant au 
y S facteur 
= — N -1 
2 à 2 
Fig. 136 V5 = [ >. sin? ne | 


n—1 
il a été introduit à des fins de normalisation : (r., rs) = Ô,g5 La 
solution générale est fournie par superposition de toutes les oscilla- 
tions naturelles 


N 
2 : 
Le > V5 qe (t) Sin nPye 
s=1 
La matrice de passage de x, à g, 
2 , ñns 
Unes = V x yat 


est une matrice orthogonale transformant la fonction de Lagrange en 
une somme de carrés répondant au choix de N oscillateurs différents 


N 
L=Y Li(gs qe Leds 4) = (0i— 09). 
s=1 


. 7.2. Les équations de mouvement pour ce système sont celles 
des équations (3) du problème précédent avec la condition complé- 
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mentaire que Zo = 0, Zy = Zy+1. Donc 


(2s—1)n _ 
8 — "2N+A ’ s=1, 2 ess iv 


_ k sa (s—1t)n 
2 v À DSONET ” 
Zn = > sinnp,-À, cos (ot + as). 


Le cas particulier de N = 2 voir au problème 6.1. 

7.3. Les équations de mouvement coïncident avec les équations 
(3) du problème 7.1 avec la condition supplémentaire que to = tx 
et Zny+1 = &. Donc 


275 


Pa= 7, S=0,1,..., N—1, 


Os = 2 y À sin +, 


les pulsations ©, et &r.. Coïncidant, quant aux vecteurs d’onde qui 
y correspondent, ils diffèrent par le signe de ®, = 27 — @n.-# La 
pulsation &, = 0 répond au mouvement de toutes les particules 
lancées sur l’anneau à une vitesse constante. Le système comporte 
des oscillations de la forme 


1%) = Re A,et (ost-nps), (1) 


autrement dit, des ondes progressant sur l’anneau. La double dégé- 
nérescence des pulsations mentionnée plus haut correspond aux ondes 
se propageant sur l’anneau dans des sens différents. La superposition 
de deux de ces ondes de même amplitude produit une onde station- 
naire 


COS np, COS (os +), 
sin np, Sin (ost + &;). 


(2} 


Ce sont justement des oscillations naturelles (tous les points se dé-- 
placent en phase ou en opposition de phase). 
Exprimée en coordonnées normales correspondantes 
R 


Lan — 23 (Qs4 COS nPs + 62 sin ns) —+ Go» 


ee 


2) + a —s) =214] | 


R — —— , NV étant impair, (3). 
Ja fonction de Lagrange se réduit à la forme diagonale: 
R 
—— {a+ Di [Qt + 8e — 8 (gs + gë2)1 } . (4) 
s=i 


14* 
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(Si le nombre de particules est pair, les formules (3), (4) doivent être 
modifiées quelque peu vu que la pulsation wx,2 n'est pas dégénérée ; 
la formule (1) pour s — N/2 détermine aussitôt l'onde stationnaire.) 

Il est intéressant de noter que les rotations dans les plans qu, Geo: 


ei — sy COS Ps — se Sin fs, 
Isa — Qs1 sin Ba + Qs2 cos Pas 


qui conservent la forme (4) à la fonction de Lagrange, correspondent 
au déplacement des nœuds d’ondes stationnaires: 


R 
Tn — Go He [gs COS (ns — Ps) + gs Sin (nps —$e)]. 


Pour des ondes progressives (1) le flux moyen d'énergie suivant 
l'anneau (voir problème 6.9) *) 


27/0 : 
. 1 
Smoy = 3 | k(tnu—Zn)tndt=-k|APosinwy, 


0 
tandis que la vitesse de groupe 


__d® P 
dr — a COS, 


où a est la longueur d’équilibre d’un ressort, p = /a, le vecteur 
d'onde. L'énergie 


N N 
; k 
E=T D Tan +3 à (Zn —Zn1)? = 


n=A n=i 
=2N|Afksin $ = Nmo?| AP, 
et, par suite, 
_. Ugr = 9 moy- 
7.4. a) Les équations de mouvement sont: 
MTon +k (2rons — Tone — Ton) = 0, | 
Mon + k(2Ton — Ton-1 — Tant) = 0 


avec To = Ton +1 =.0,: n —= {, PA dote N. 


(1) 


| *) Pour abréger, on s'abstient plus loin d'écrire l’indice s. Pour le calcul 
du flux Smoy êt de l'énergie E,'il est commode d'utiliser la forme complexe en 
s'adressant aux formules empruntées à [2], $ 48. 


y à 
GE 
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Cherchons la solution sous forme d'ondes progressives de diffé- 
rentes amplitudes 


ds =A6 [ot+(2n—1) q1, 


D Beilot+æ2nol (2) 
Pour déterminer À et B on obtient un système d'équations homo- 
gènes 
(—mo2+2k) A—k(e-i9+eiw) B—0, 
— k(e-i9+ iv) A+L(— Mow2+2k) B = 0, (8) 
ne donnant des solutions non triviales qu’au cas où le déterminant 


devient nul. Cette condition détermine la liaison de la pulsation à 
la différence de phases d’oscillations de particules adjacentes 


k 7. au? . mM 
2 nn —— 4 eZ M 2 a 
= (1F} 1—— sine), A / À (4) 
Aux conditions complémentaires ne satisfont que des combinai- 
sons linéaires déterminées d’ondes pro- 
gressives (2), à savoir: 


Q@) 


Zn = À, sin (2n— 1) p, cos (w.t+ a), 
Ton = BP, Sin 2n9, COS (@st + &s); 


N S 
OÙ Per * VU QUE Panti-e = T— Pos 
les différentes pulsations, après le choix 
d'un signe déterminé dans (4), ne! sont | 
obtenues que pour s— 1,2, ...,N. 123 W 
Sur la figure 137(pour le cas où M>m) Fig. 137 
elles se placent sous forme de points 
discontinus sur deux courbes différentes, l’une d’elles (w,_,) est géné- 
ralement dite « acoustique » et l’autre (w4+,) «optique ». 

La solution générale prend la forme 


N 
Ton-1 — à, sin (2n— 1) p; [A4 s COS (©) st + Qs) + 
+ 46, COS (oc sf + Bs)], 
N 
Ton — à sin 2, [Bi s COS (Ge) at + Qs) + 


+ BB, cos (@6) +6), 
où A(+,, et B(+,, sont, selon (3), liés par la relation 


2k— mot+) s 


Baye = cos ps “ (+)s 
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Il est remarquable que B,_,, et A, correspondant aux pulsa- 
tions acoustiques, possèdent les mêmes signes, tandis que B,:,, et 
A,+,, des pulsations optiques ont des signes opposés (c’est-à-dire 
que les particules adjacentes de masses m et M oscillent en opposition 


T} 


\ = = = 
Le 2 il Le 
. 
22° 


Ü 
| 
| 
Î 
( 
l 
| 


Fig. 138 


de phase). La figure 138 fournit la distribution des amplitudes d'’os- 
cillations pour le cas où NV = 10, s — 2; sur l’axe des ordonnées 
figurent les numéros des particules, tandis que sur celui des abscisses, 
les amplitudes qui leur correspondent (a pour les oscillations acousti- 
ques et b pour les oscillations optiques). 

De quelle manière peut-on déduire, en partant des résultats de 
ce problème, le cas limite de m — M (voir problème 7.1)? 

b) Les oscillations naturelles sont 


25h = À, Sin 2n, COS (at + Gas) 


(8) K sin 2n@,+-k sin (2r—2) 
Lin—1 = À Ro COS (@gt + &e), 
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oi [K+AT VAR ARR OS pi], 


> 


tandis que p, se détermine à partir de l’équation 


K— 
tg (2V +1) Qu = — 7 te Pos s— 1, D Ne 


IT 


OL ps <<. 


La figure 139, a (pour ÆÀ >> k) représente les branches optique 
et acoustique des pulsations. 

Comment doit-on passer au cas limite de XÀ = k? 

c) La quantité , = 5WED; pour s=—=1, 2,..., N, on 


obtient 2N oscillations naturelles et pulsations propres ayant l’as- 


pect du point b) (fig. 139, b). Comment trouver l’oscillation natu- 
relle manquante, la plus intéressante, où to, = 0, Zon-1K = — Lon+iks 
T° se dispose dans la « zone inter- 
dite » entre les branches optique et acoustique ? 

La figure 140 fournit la distribution des amplitudes de cette os- 
Cillation, où sur l’axe des abscisses sont portés les numéros des parti- 


dont la pulsation est @° — 
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cules et sur l’axe des ordonnées les amplitudes d'oscillations qui leur 
correspondent. Les particules possédant des numéros pairs sont au 
repos, tandis que les particules voisines, aux numéros impairs, oscil- 
lent en opposition de phase avec des amplitudes qui s’amortissent 
exponentiellement avec l'éloignement du bout gauche de la chaîne 
(« phonon superficiel »). 

7.5. a) La solution des équations de mouvement 


Mn + k(Qr, — ton —Tna) = 0, n—1,2,.., N (1) 


(conditions complémentaires zo = 0, T1 = @ Cos Yt) sera recher- 
chée sous forme d'ondes stationnaires x, — À sin n q cos yt, de 
façon à satisfaire aussitôt la première condition complémentaire. 
Alors, en partant de la seconde condition, on obtient la constante 
À —= a/sin (N + 1) p, tandis que les équations (1) donnent le « vec- 
teur d’onde » de l’onde stationnaire 


2 P __mV 
Sin D Lg 


Pour p<T les oscillations permanentes 


à Sin 2P 
sin (N +1) y 


présentent une grande amplitude si le dénominateur sin (NW + Â) œ 
est proche de zéro. Mais c'est justement la condition qui détermine 
le spectre de pulsation propre 4 (voir problème 7.1), c’est à-dire que 
dans ce cas on se ne de la résonance y Æ o.. Pour y € @, = 


Tn — 


cos y£ (2} 


= 2 v'Ësi D ENT les oscillations (2) correspondent à une lente 
extension et compression de tous les ressorts en bloc: 
Tn—=u FT COS Yle 


Si ><, alors en portant dans (2) —=s—i#, on obtient 


_ N+i+n sh nv : 
Zn =(—1) BEN E D COS Vé 
où ch? + — 2. Les amplitudes d’oscillations des particules 


diminuent (pour nv > 1, de façon exponentielle) du côté du bout 
gauche de la chaîne. Le caractère naturel de ce résultat est particu- 


lièrement frappant pour y > _ , quand la pulsation de la force 


imposée se dispose beaucoup plus haut que le spectre des pulsations 
normales. Dans ce cas la particule extrême droite oscille avec une 
petite amplitude en opposition de phase avec la force imposée, tandis 
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que la (W — 1)-ième particule se trouve, en première approxima- 
tion, au repos. Ensuite, on peut considérer le mouvement de la 
(N — f)-ième particule comme une oscillation forcée amorcée par 
la force imposée de grande pulsation émanant de la N-ième parti- 
cule, etc. 

Notons que dans les phénomènes de réflexion interne totale on 
observe un amortissement analogue de l’onde (par exemple, lors de- 
la réflexion des ondes courtes sur l’ionosphère). 


Quel est l'aspect de l’oscillation permanente au cas où y? — Æ9 


cos (N—n++) @ 
D) Zn = à ——— cos Yi, 


cos (n+) @ 


. o P _ my? 
SNS 7 
sh [N—n+<)v 
Ep = (A) — — —— cos vi, 
h(N+—) " 


ke 
2 So 
pour VS à 


ch? Ÿ nu — LAS pour 2 > #. 

7.6, Si la pulsation ns la force imposée se FE dans le domaine 
des pulsations propres acoustiques 0 < u < . ou dans le do- 
maine des pulsations propres optiques À ee y* = Ë (voir problème 
7. nl les oscillations permanentes sont “re de la forme 


sin (2n— 1) 

sin (2N +1) p 
km, sin 2n® 

n= + Va Me € 5 CN +0 @ OS 


nu 2k — M9?) (2k — my? : : re à 
où cos? pee) tandis que le signe supérieur (in- 


férieur) correspond à la pulsation y se disposant dans le domaine 
des pulsations propres acoustiques (optiques). 


k 
Pour des pulsations 7 <<, se trouvant dans la «zone 
interdite », 


Lon1 — (— 1)%rn a 


Ton-1 = 4 cos Y!, 


ch (2r—1) 
ch (2N +1) 
2k— mY?; sh 2nv 
— (—1\N+n | 
rt) se MY—2k ch (2N+1)% 
(24 — my?) (My? —2k) 
T4 ’ 


cos Yé, 


COS y£, 


sh214=— 
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et pour les pulsations y? > 2k/u, se disposant plus haut que la fron- 
tière de la branche optique, 


__ sh(2rn—1)x 
Tant SE ONE y COS VE: 
x = — 2k—my? __sh2nx A 
2n — 2k—MY shCN+EDZX °°° Vis 
2 _ 3 __ 
eh? 4 — IV 2) (n° — 2h) 


4k? ’ 


des oscillations s’amortissent vers le bout gauche de la chaîne, 
7.7. a) La solution des équations de mouvement 


Mtn + kr, — nai — Ti = 0, n—=1,2,..., N—1, (1) 


muy + k (rx — zna) = 0 (2) 


{condition complémentaire x, = 0) sera recherchée sous forme d’on- 
des stationnaires : 


Zn = À sin ncos (ot + a), n—=1,2,..., N — 1, 


(3) 
zn = BD cos (ot + à). 
A partir de (1) on tire la liaison 
_ sin? + = @?. (4) 


Des équations (1) et (2), compte tenu de (3) et (4), on obtient le sys 
tème | 


Asin Np—B=0, 
— Asin(N—1)p+(— sin £+2)B=0. 


D'où BP = À sin No, tandis que le paramètre œ constitue une solu- 
tion de l’équation transcendante 


x 


sin Ne (2 sin? &—2— cos p) = cos Nysin D. (5) 
Pour my > m, outre les oscillations naturelles évidentes, quand la 
particule my est comme au repos (sin No, € 1), 

xs) = A,sinnp,cos(ost+a.), n—=1,2,...,N, 


te Np, & 5 cos +, s—1,2,...,N—4, 


il existe des oscillations naturelles au cours desquelles les amplitudes 
des particules décroissent linéairement vers le bout gauche de la 
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chaîne, 


x) = B— cos (ot + x), où = (1 ++). 


La particule m, oscille alors entre les ressorts de rigidité k (à droite) 
et de rigidité k/N (à gauche). Le fait que l’équation (5) possède cette 
solution s'établit par le raisonnement suivant. En supposant petit 


et en ne conservant que les termes principaux, on obtient de (5) 
p? — on | 4 + 5) , ce qui est en accord complet avec l'hypothèse 
faite. 

Pour my << m on obtient les oscillations banales typiques du 


système de (W — 1)-ième particule avec ressort de rigidité k/2 à 
l'extrémité droite ( le paramètre ,et les pulsations w,se déterminant 


227 É En outre, il existe des os- 
2— cos 


cillations naturelles au cours desquelles les amplitudes des particules 
décroissent vers le bout gauche de la chaîne 


de l'équation tg No = 


N) (= 1)"T7B sh nr 


Zn sh ND cos (ont + &xw); 
ve 7. Le 
ch 2 mn Ds ON mn e 


De façon formelle la valeur du paramètre 1 peut être obtenue sur la 
base de l'équation (5) en réalisant la substitution q = x — ip et 
en posant 1 grand. Cette oscillation naturelle peut être étudiée, en 
première approximation, comme une oscillation banale d'une par- 
ticule de petite masse, les autres particules demeurant au repos, 
puis on procède à l'étude du mouvement des particules restantes, 
considéré comme des oscillations entretenues sous l'effet d’une force 
de haute fréquence kr, = kB cos (@ xt + & x) appliquée à l’extré- 
mité droite de la chaîne composée de N — 1 particules identiques 
{voir problème 7.5a). 

b) Pour ky+1  k la solution se confond avec celle du problème 
7.2. Pour ky41 > k il y a des oscillations naturelles pour lesquelles 
la N-ième particule est presque immobile: 


Ï 4k 
is) À, sin np, COS (of+@s), @i = — — sin? _ 


PET s=1,2,...,N—1,. 


Le paramètre œ, se détermine sur la base de l’équation 


( 2 sin? + — es } sin Vo = cos No sin y, (6) 
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qui, dans l’approximation adoptée, prend la forme 


sin . 


k 
8 0: a kN+1 


L'équation (6) admet encore une solution qu’on peut obtenir en posant 
@ = x — àb et en admettant 1 grand. Dans ce cason a 


sh n1Y 


Am (— A) Bar Sp 608 (ont + ur), 
2 Ÿ _ kN+1 2 EN +1 
ch 2 CA Ale , ON — m » 


autrement dit, les amplitudes des particules décroissent vers le bout 
gauche de la chaîne. 

De quelle façon peut-on obtenir cette dernière oscillation sur 
la base des résultats obtenus au problème 7.5? 


pr 


[] 

(] 

] 

23 NW 5 
Fig. 141 Fig. 142 


& 
Û 
NA 
© 
$S 


7.8. Soit ph l'angle d’écart du n-ième pendule de la verticale. 
a) L’s-ième oscillation naturelle est 


1 
Pr = À; cos (n——) Vs COS (st + ds), 


où le spectre de fréquences (fig. 141) commence avec la valeur &,= 
= } g/l: 
__£& 1 4k 0 Ÿs 
= + sin, 
= s=0, 1,2,...,N—1. 


b) Il est évident que pour b — a = O0 tous les pendules (dans 
l’approximation linéaire) oscillent indépendamment l’un de; l’autre 
avec la pulsation ©, = V/ g/l. Avec l'accroissement du paramètre 
b — a, au début la force du ressort restaurant la position d'équilibre 
de la pesanteur s’atténue, puis commence à « bousculer » les pendules 


$ 7. OSCILLATIONS DE CHAÎNES LINÉAIRES 221 


voisins en déstabilisant les petites oscillations des pendules au voi- 
sinage de la verticale. 
La fonction de Lagrange du système est 


2N 2N 
4 L kr? 
L=smeS QU, U=Y ( —mgl cos a + À), 
n—=1 n= 1 


où l'allongement du #-ième ressort (en posant L | À, | & a) est 
_ À 2 2 (a? + 3/2) 
mn 2 2 21 DZ na — PASSE A2 — SAR ER PR, TE 
Tu — V a + 4l2 sin ba b + 7e Sas AT 
An = Pn — Pn+4. 
À la précision jusqu’au termes 4 inclus près 


1 { | 
U=- mgl D (oi — AA — 15 Pa + BAA) + const, 


(1) 
6 DEN ler EMEA er kb 


Les équations de mouvement dans l’approximation linéaire en 
Pn 


n + Pa —@ (2Pn — Pari — Pn-1)1= 0 
ont une solution sous forme d'ondes progressives 


Pn = Aeîtot+n) (2) 
de pulsations (voir fig. 142) 


L 


oi= E (1—40 sin? À) W=g, 5=0,1,...,N, 


les pulsations &, et w r étant non dégénérées, quant aux autres, elles 
sont doublement dégénérées. 
Il s’ensuit que pour 


mga 


4Aa—1>0, ou b—a> —— TS (3) 


les oscillations sont instables, certains @f devenant négatifs. La 
pulsation & , s’annule la première. [1 lui correspond}, = x, c’est-à- 
dire une oscillation naturelle du type « soufflet » au cours de laquel- 
le les particules voisines oscillent en opposition de phase :®, — —,_1. 
Il est, donc naturel de rechercher la nouvelle position d' équilibre 
no. sous forme de « soufflet »: 


Prg- = — Pig = Pao — —# Pig = = + Pa No —: P. (4) 
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La valeur de o s'obtient à partir de la condition d'équilibre = 0, 
n 
ou 


1 
Pn — À (2Qn — Pn+i — Pres) — + Pr + 28 (Pn — Pn+s)° + 
6 


| +28 (Pn—Pn-1)=0, (5) 
Soit 
6(4a— 1) 
+ re 


Étudions maintenant les petites oscillations près de la nouvelle 
position d'équilibre (4). Introduisons les petites élongations 


Tn = On — nos 
alors avec la précision jusqu'à x? inclus près, l'énergie potentielle 
(1) devient égale à ‘ 


U = mgl > [(1—+ qe) tn — (a — 246?) X 


X (ën—œn+1)2 |+const. (6) 


En comparant (1) et (6), il est aisé de voir que x, a une solution de la 
même forme que ®, (2) de pulsations 


1 : s 
oi=+|1 =. p2— 4 (a — 24f$p°?) sin? + | , 


à | 1 
Or, maintenant, pour des petites valeurs de PL < -- tous 


les wf sont positifs (voir (3)); 
oi> + [1 +4 (a— 2480?) | = Æ (40—1) > 0, 


c'est-à-dire que les petites oscillations sont stables près de la nou- 
velle position d'équilibre. 

Donc avec l'accroissement du paramètre « la configuration ini- 
tiale des pendules verticaux devient celle d'un « soufflet ». Cette 
modification de symétrie rappelle la variation de symétrie des sys- 
tèmes thermodynamiques au cours des transitions de phases de 
second ordre. L’analogue de « est dans ce cas le paramètre extérieur 
type température, champ magnétique, etc. (voir, par exemple, 

23). 

L est bien entendu que l'équation (5) peut posséder également 
d’autres solutions non nulles, en dehors de celle fournie par (4). Par 
exemple, y satisfait la valeur de œ, — V6 qui n’a toutefois pas de 
signification physique car elle répond à des grands angles d'écart, 
le développement de (1) n'étant vrai que pour des o petits. 
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7.9. a) Le courant de la n-ième bobine sera désigné par Qn- La 
fonction de Lagrange est 


N 
L=+ D [qqn — ana) |+Ug cos vé 
n=1 


(le courant à travers la résistance Z est noté par gx). La résistance 
agglomérée Z (y) peut être introduite dans les équations de mouve- 
ment au moyen de la fonction dissipative *)" 


; 
Ê= 7 Ze 


Les équations de mouvement 


Lu + (&— 42) =U cos yt, 1} 
.e Â 
Lqn + (29n — Qn-1— Qn+1) = 0, n= 2, 3, ss, (2) 
4 e 
TC (Gnw+1—Qn) = Zn. (3} 


J,a solution est recherchée sous forme de 
In = Re (Aeïvi- ir), 


en outre on peut considérer, sans porter atteinte à la généralité, que- 
—7/2 < p< 7/2. De (2), (3), il vient 


+ y V £C= 2 sin (y/2), (4) 
1 L 


hey ETES. © 


Puisqu'’il se produit dans la résistance Z une dissipation de l'énergie, 
on doit avoir Re Z © 0, c'est-à-dire que dans (5) et, partant, dans 
(4) doit être choisi le signe plus. En outre 0 < q < x/2. L’amplitude 
peut être déduite de l'équation (1). 


*) Rema rquons que les équations de mouvement pour une chaîne de pulsa- 
tion ©, présentant une rension harmonique, peuvent être obtenues sur la seule- 
base de la « fonction dissipative » 


1 : 
TD > Zn (@) qu 
n 


0F | 
Les équations sont de la forme— = 0 (la fonction de Lagrange est considérée- 


ÔQn 
comme nulle). si 
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Pour %? > £C/4 la propagation des ondes progressives suivant la 


ligne fantôme est impossible (comp. avec problème 7.5a). 
b) Les équations de mouvement 


CR À 
LiQan-1 +T (242n-1 — Qon-2 — Gen) = Vs = 2 discale 


CE À 
Lion +7 (Can — Ganei — Gent) = 0, n=1, 2, “ss D, (6) 


à la précision des notations près, coïncident avec les équations (1) 
du problème 7.4. En outre 


. (| 
Lion +7 (Qi —)=U cos vi, (7) 
| e 
C (an +1 — Dan) = — ZGene:. (8) 
La solution est recherchée sous la forme * 
| L — Aeiyt- i(2n=1)9, 
on 1 € (9) 


Jon — Beivt-i2np, 
Sans porter atteinte à la généralité, considérons que —n/2 < p < 
1/2. De (1) il vient 


(1 — y2/y?) À — cos p-B —0, 
2 
D Are 
Va gs (0) 
cos pe A — (1 — y?/y;) B = 0 
d’où 
cos? p = (1 — v#/vs) (L — v*/v3). 

Soit, par exemple, V1 € Ve Les conditions 0 < cos? ® < 1 
sont satisfaites pour 0 < y << y, (domaine d’ondes « acoustiques », 


comp. avec problème 7. 7.2) et pour y: << y < V y? + Y? (domaines 
d'ondes « optiques »). En dehors de cette région la propagation des 
ondes progressives est impossible (comp. avec problème 7.6). 
De la formule (8) on tire 
i B 


= i B sin 
ZT re (t—-Tcose)+Tr VC: (11) 


Ici, comme au point a}, on doit avoir ReZ 0, c'est-à-dire 
_ sin @ >> 0. Dans le domaine y << y, les amplitudes A et BP ont 


imême sighé et, partant, 6 "0. Dans le domaine Vo V< LE VY + Ve 
“au contraire, B/A <0et og <0. En portant dans (11):les: valeurs 
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de B/A, cos et sin œ, on obtient en définitive 


7 — V 2 (1 CAR ANTE 10) 2— L,CYy Le 
TUBES: 2 D=r;Cy 2 


La valeur négative de @ dans le domaine des oscillations « opti- 
ques » signifie que la vitesse de phase de l’onde se propageant sui- 
vant la ligne de l’onde est dirigée de la résistance Z vers la source de 
tension. Quant à la vitesse de groupe déterminant le flux d'énergie 
(comp. avec problème 7.3), elle Lots naturellement, la direction 


(voir, par exemple, fig. 137 où vyr © us << 0). 


7.10. Les équations d’oscillations d? su système discontinu (voir 
formule (3) du problème 7.1) après transformation prennent la forme 


"pp 2 (En ln __ In—En1 \ 1 
ds ka © | )—=0. (1) 


a a 


La quantité — — L a à la limite la signification de densité linéaire o 
de la tige. L’allongement relatif du tronçon a, c’est-à-dire la gran- 
deur “222, est proportionnel à la force F — ka FER qui 


agit sur ce dernier, aussi à la limite ka a la signification de module 
d’élasticité de la tige x. Donc à la limite l’équation (1) devient une 
équation d’onde ü 

dx (E, i) x (6,1) 

ge CU ps (2) 


où v.— ÿ x/o prend le sens de vitésse de phase de l'onde. 

Au lieu du système de V équations différentielles ordinaires on 
obtient une seule équation en dérivées partielles (comp. avec pro- 
blème 4.29). 

Remarquons que cette conclusion exige la formulation d’une 
hypothèse importante qui admet que la fonction x,(t) tend vers une 
limite déterminée zx(£, t) constituant une fonction suffisamment lisse. 

7.11. Pour des a petits, on peut représenter de façon appro- 
chée l’élongation sous la forme æ, = x (Ë,t), Xn+y1-=x (É+Ha,t)— 
x (Ët)+a 2 — dx (E, 1): a zx (E,t) 


Ze Egg % +... Dans ce cas 
l'équation (2) Fe problème 7.10 se transforme en 1° équation 
d?x x dt a? 0x 
Ep de mp 2 0 @) 


Tandis que chacune des équations (1) du problème 7.10 comprend 
les élongations des points voisins (action à grande distance), l’équa- 
tion (1) du présent problème ne contient que selones ton x du point 


é considéré (action à courte distance). Le terme — ne a de l’équa- 


15-0734 
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tion (1) correspond à la prise en compte approchée de la différence 
distinguant le système du système continu. 

Pour plus de détails sur la dispersion spatiale et l’étude de l’équa- 
tion (1) voir [19], ch. 4, $ 4. 


$ 8. Oscillations non linéaires 
8.1. a) L’équation de mouvement 
z + ox = — Br (1) 


sera résolue à l’aide de la méthode d’approximations successives 
(comp. avec problème 6.34): 


x == Lo + Ôx = Aeî®ot + Afe-ioot + x. (2) 
La «force » 
— fr — pAñesioot — 36 A2 A*eivit — 36 AA#2e- iout — G A%3e-3ioc 
comprend des termes de résonance 
— 36 A424*eî ot — 3B A A*2e- io — — 36 | Al2x, 
qu’il est commode d’adjoindre au terme wfxz du premier membre de 
(1). Cela aboutit à la substitution 
@%—+ ©? = @ + 38 | À |?. 
Pour ôx on obtient l'équation 
ôx + w'ôr = — B (ASeñiot + 
nomb. conjugué), 


—— eÿi@i L nomb. conjugué. 
Bref, 
ZT — à COS (+) + 5x Fos ; 


X cos (3co + 3@); A— _ aei? 


(comp. avec [1], $ 28). si figu- 
re 143 nous donne les graphiques 
de x (ét). . 

Fig. 143 Pour $ >> 0 les oscillations su- 

bissent une limitation, pour f 0 

les maximums deviennent plus aigus. Ces particularités des oscilla- 
tions, ainsi que le signe de la correction à la pulsation peuvent ai- 
sément être déduits du graphique U (x). Pour d’autres modes de 
solution voir problèmes 1.9 et 11.25c. 


$ 8. OSCILLATIONS NON LINÉAIRES 227 


b) En résolvant le problème par le procédé du point a), on ob- 
tient 
GAP oiot _ 2 IAP AA ot 
ET RE DRE DOS 
c’est-à-dire 


_aa?{ 
Ts + 6, 


TZ = & COS (@ot + p) — cos (2@ot + 2). 


L’altération des oscillations n’est pas symétrique (fig. 144). 


Fig. 144 


Dans l’approximation suivante il faut tenir compte dans la 
« force » —a (x, + ôx)? du terme —2ax ôx contenant des termes de 
résonance 


= 4o? | A? 10a2 
— Fr AA RS nr à TT | A]2x. 
Cela aboutit à la substitution 
5a?a? 
Op => Op sil 1208 "e 
8.2. 
ZX == a COS ot — + va? cos 2ot ++ va?; 
2,2 
O = Oo + T _ = ; 
8.3. 
aQ2 a?2Q24 


P = ei COS Gi + on 40 sin 2Qt 


(les notations sont celles du problème 5.9). 
15% 
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8.4. x—2m Lan EL, .., 


Î1 COS @1t 
m (@ÿ— @f) 


fe COS Dot 


F m (©ÿ — 5) ? 


+ 


2mut (oi — 0 — Zmoÿ (ui — ui} 


af? cos 201t af3 cos 2@ot 
2m (oÿ—4of) (o—07)  2m(0ÿ—403) (0ÿ—0 
_ Qf1f2 COS (@1— 9) t _ 
m [05 — (01 —@2)?] (0$— wf) (@$ — wi) 
_ Qf1f2 COS (Di + O2) t 
m [0$—(@, + o2)?] (0$— of) (@$ — wi) | 


Quelles sont les pulsations combinatoires qui apparaissent au 
à . . _—— mbz* 
cas où l’on tient compte de la correction anharmonique ÔU — mes 


8.5. La fonction de Lagrange est 
e ° ke = 
L= (a+) (VO UE+— H)— mey = 


_ F (22 + y? — 12 — w2y? + 2ax2y) ue 


2__ £ _ mg 2. & ___ kb 
QT; l=b+, D: Œ— pe : 


En continuant de procéder comme dans le problème 8.1, il vient 


ab 


x = 4 COS (œil + p) — Cu = 


5 C0S (out + w2t + +) + 


ab 
— 


©: 20, —0:) COS (ot — @ot + p—1}), 


aa? 


2 
y = b cos (œt + 1) Fons. Tarte 008 (2oit+ 29). 


Les corrections anharmoniques augmentent fortement pour 
20, Æ &,. Le cas de 2, = ©, est étudié dans le problème 8.10. 
8.6. a) La solution est recherchée sous la forme 


z— Aeïot + Are-tot, 

En égalant les coefficients accompagnant et®i, il vient 
(@Ë— @2+ 2w + 38 | A1?) A= + 

d’où il s'ensuit 


((@ÿ— + 38 |A12)2+ 44707] |A = À. 
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L'étude de cette équation, cubique en | À | ?, peut être menée de 
façon pareille à l’étude de l’équation analogue (29.4) faite dans [1]. 
8.7. a) La solution des équations d'’oscillations 
x + 2x + & (1 + h cos 2ot) x + Bai = 0 (1) 
est recherchée sous la forme 
TL = Aetot + Are-ioi, (2) 


en ne conservant que les termes contenant etioi *), En égalant à 
zéro les coefficients accompagnant e+i®!, il vient 


LoA+ (w?— wi Ziw— 38 |A?) 4A*=0, 
(3) 
À AT (ut wi 2iot— 38 [AI 40. 
Mais À n'est égal à zéro qu'à la condition que 
+ 0 ©2— ©? — io. 38 |A]? 
hk = 0, (4) 
@2— @5+ 2ioi — 58 | 4/2 5 6 
d’où 
Ap=fo-ci+ y (Sat) Gay]. 6) 
De (3) on obtient **) 
À 4À 
sin 29 = Im == — ru ? 
2 FRA ae @) 
COS 2 = + os V4 (= oÿ) — (26À)2. 
Bref, 
x = a cos (@Ë + pp), (7) 
où 


À 
RE 4q 
A—--ae : 


La dépendance de | À | ? de w? est représentée sur la figure 145 (pour 
plus de netteté, posons B > 0). Dans certains domaines|de pulsations 


*) On admet que les termes à e+%i0t, de beaucoup plus petits, seront com- 
pensés par l'apport à (2) du troisième harmonique, comme il s’en suivra plus loin. 
**) Les formules (6) déterminent la phase à la précision du terme #11 suivant 
près. Il ne sert à rien de tendre une plus grande précision, vu que la variation de 
la phase de x ne fait que traduire le décalage de l’origine des temps. 
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les amplitudes des oscillations permanentes peuvent se présenter en 
deux ou trois variantes (en comptant celle de l'amplitude zéro). 

Les amplitudes correspondant aux tronçons AD et CD ne se con- 
crétisent pas dans la réalité, car ces oscillations sont instables (la 
démonstration de ce fait relativement 
à AD voir au problèmesuivant, tandis 
que la stabilité des oscillations sur les 
tronçons ABC, CD et DE est étudiée 
dans [8]). 

b) Compte tenu du troisième har- 
monique, æ prend la forme 


x = Aeiot + Ate-iot +» Beñiot} B*e-siot, 
(8) 

On suppose que |B| € | À |, ce 
que confirmera le résultat. En portant 


(8) dans (1), séparons les termes contenant eÿici tout en laissant tom- 
ber les produits de B par les petits paramètres. [l s'avère que 


[ h . BA? 
B={+ R Sur ) 4 () 
et, en fait, |B | € | À |. 
Donc 
x = a cos (@t + ) + b cos (Bot +), (10) 


où b—=218B |, 4% — arg B. 

Il est aisé de remarquer que le cinquième harmonique possède 
une petitesse de deuxième ordre (—hk?4), le septième, une petitesse 
de troisième ordre (—h*A), etc. C’est justement sur quoi s’appuye 
le procédé de calcul des amplitudes. Les harmoniques pairs n’appa- 
raissent pas. 

8.8. a) Recherchons la solution de l'équation sous forme 


x (t) = a (t) cos ot + b (it) sin ot, (1) 


où a (t) et b (t) sont des fonctions du temps variant lentement. Pour 
déterminer a (t) et b (t), formons le système d'équations (voir [1], 
$ 27) 


a+ (o— + 7 )b— 0 


(2) 
ho 
Tr | a = (. 


b — (o— Op — 
Si | ©, — ©9 | ho,/4, les solutions de ce système sont: 


a(t) =, (Cie ns Cet), 9 
D (6) = a (Cet — Coe‘t), @) 
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ï | | 
s=— V (hwo)?—16(0— 09), &,2=V ko + 4 (0 — ). 
De là on tire 
z = C'eft cos (ot — p) + C'e-ft cos (ot + p), (4) 
où tg p — «./a, (fig. 146). 
Donc .les oscillations s’accroissent en principe indéfiniment. La 
vitesse de cet accroissement, que caractérise la grandeur s, est effecti- 


vement petite. Dans les conditions réelles l'accroissement de l’am- 
plitude des oscillations s'arrête, par exemple, dans le cas où devient 


ZT He) 


. TT 
 LTUUUEL 


Fig. 146 Fig. 147 


important le rôle des corrections anharmoniques (voir problème 8.7) 
ou celui de l'influence inverse des oscillations sur l'installation, im- 
posant des variations périodiques à la pulsation. 

Il est utile d’attirer l’attention sur l’analogie entre le résultat 
obtenu et la solution singulière du problème sur les oscillations na- 
turelles d’une chaîne de particules reliées par des ressorts de rigidité 
différente (problème 7.4c). L’inhomogénéité de période 2a le long 
de la chaîne entraîne un accroissement de l’amplitude de l’oscilla- 
tion permanente le long de la chaîne, la « longueur d'onde » étant 
égale à 4a (fig. 140), ce qui constitue un phénomène analogue à 
l’accroissement de l’amplitude dans le temps avec variation périodi- 
que de la pulsation de l’oscillateur dans le temps. 

L’analogie est encore plus marquée avec le problème 7.6. Au 
domaine d’instabilité relativement à la résonance paramétrique cor- 
respond la zone interdite du spectre d’oscillations de la chaîne. 

À des équations analogues aboutit en mécanique quantique le 
problème du mouvement de la particule dans un champ périodique. 
Dans ce problème apparaissent également des « zones interdites » et 
des «états superficiels ». 
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b) Si | © — ©, | > ho,/4, il vient alors 
xæ = Cf, sin (Q£ + 4) cos ot — CB, cos (Qi + +) sin of, 
où Q — T V 16 (o — Oo)? — (Awo)?, 


: V’'4(o— oo) +ho pour © >, 
da { + V4(@—@)+ro pour © < 
Ces oscillations sont des battements : 
t=cC V4 | o— 05] —hw cos (2Qt + y) cos (ot+ 0), 


où 0 est la phase qui varie lentement (voir fig. 147). Si la pulsation 
se rapproche de la frontière du domaine d'instabilité, le taux de 
modulation des oscillations tend à être de 100 % , quant à la période, 
elle s'accroît indéfiniment. : 
Quelle est la forme des oscillations pour | © — ©, | — ho,/4? 
8.9. Soit x — eitit l’oscillation pour 0 <t <7T. Alors sur le 
tronçon T ét 27, 


TL = gei®at + bei@it, 


où a et b se déterminent sur la base de la condition de « raccordement » 
pour Ÿ — T: 


z(t—0)=zx(T + 0), z(t—0)=zx(r +0) 
d’où 


a = GT eit@i-@)t, 


209 


b — ee eit@i+o@)t, 
20: 


De façon analogue on trouve que pour 2T << t << 37 


TX = œeiQit — Be— ici, 


où 
. Di+oË . 
Q = e7i@iT (cos OT + à SÈLOS sin ot) 
D109 
. : GO? — WÈ 
B == à sin o,Tes 017 EE 
20109 


Il est évident que l’oscillation de la forme 
Aeicit + Be-ivit (1} 
pour 0 <i <7 se transforme après une période 27 en l’oscillation 
À (aei®it Be—i@it) + B (a*eioii + B*eicit) = 
= (mA + B*B) eivit + (BA a*B) e-ivit, 
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Cherchons la combinaison linéaire (1) pour qu'après la période 2+t 
l’oscillation conserve sa forme à la précision jusqu’au facteur cons- 
tant près: 


(a A + P*B) eicit EL (BA + a*B) e-i@rt = pu (Aeicii + Be-iot), (2) 
avec {'—{— 27, 
GA + P*B = pe-2ioitÀ, 
BA + a*B = pe?ieit, 
Le système (2) possède une solution non triviale à la condition que 
(a— pe 28) (a*— periorr) — pp" = 0, 


d’où 
Mo=Yy+Vy—1, 
où 
. o2—o2 . | 
Y a Re (ae2i®it) = COS OT cos DoT — Ru RD à sin OT Sin OoT. 
201@9 


Après n périodes l’oscillation 


Li,o = À 9 (eidit LA, er ioit), 0O<Li<T, 


lu,2 = Ba, 2 pr 
passe à 
Ty, 2 (t) = Ai, 244,2 (edit HA per ieit), OL = 2nr <T. 


Toute oscillation constitue une superposition d'’oscillations de la 
forme zx,,, en particulier l’oscillation réelle (qui seule a une signifi- 
cation physique immédiate) telle que 


x (t) = AettitE Aerioit, O<Li<T, 
est la somme de x, (f) + x, (t) avec 


| MA—A4* 
A UE Lo: 


Si y <1, | 1,2 | = 1 et les oscillations x,, (t) (et avec elles x (t)}. 
demeurent limitées. 

Si par contre y > 1, u, > 1, l’amplitude des oscillations crois- 
sant indéfiniment. C’est justement le cas d'apparition de la réso- 
nance paramétrique. Il est aisé de se convaincre qu’au cas où la dif- 
férence de pulsations est petite | ©, — &@, | & ©, cette condition 
se vérifie, si les pulsations se rapprochent de nn/t: 


(@, — 0)? T 
O1 + Os 


[(1+ow,)T—2nn | < 
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D] 


La figure 148 (empruntée à [20]) montre les domaines d'’instabilité 
relativement à la résonance paramétrique. 
8.10. Les équations de mouvement sont 


x + @2x — 2axy = 0, 
y+ &w?y — ax? — 0. 
La solution est recherchée sous la forme 
x = Aeiti + Afe-iot L x, 
y = Betiot+ Bre-2iot Sy, 


en posant que À et B sont des amplitudes d'oscillations qui varient 


lentement, les termes d'’oscillations rapides Ôx et Ôy pouvant être 


négligés : LA | &o |A | & w? | À |, 1B [<olB|<o]IP |, 
ôx — 6y € | À |. 
En ne conservant que les termes avec eivt (et respectivement avec 


e*iot) et laissant tomber | À |, | B |, il vient 


© A — ia B A* -- 0, 


| (1) 
40B — iaA?—0. 
Il s'ensuit aisément de (1) que 
|A +4]B|—=C = const (2) 


(c’est le principe de conservation de l'énergie) et 


A*?B + A?B* — D = const. (3) 
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Profitant de (1), on obtient 
d : 
© | A[?= ia (A*2B — A?b*). (4) 


En élevant (4) au carré, compte tenu dé (2), (3), on a: 


(Liap)=-Sraess By 4) Al) 81 
2 
= [| A|{(C—]Aj)—D?]. (5) 


Il est commode d'étudier l’équation (5) constituant l’analogue du 
principe de conservation de l’énergie dans le problème du mouve- 


U 
JA? 
7? 


Fig. 149 


ment unidimensionnel de la particule de coordonnée | À |?, au moyen 
du graphique U (| A |?) = (| A |? — C) | À | (fig. 149). 

L'’amplitude | À | subit donc des oscillations, c’est-à-dire des 
battements. La dépendance des amplitudes | À | et | B | du temps 
peut être exprimée au moyen des fonctions elliptiques (mais on s’abs- 
tiendra de le faire). | 

- Notons qu'à la différence des oscillations d'oscillateurs à liaison 
linéaire (problème 6.8), dans le cas considéré, des amplitudes et des 
phases initiales dépend non seulement la profondeur des battements 
mais également la période. 

Ce problème concerne, par exemple, la liaison des oscillations 
longitudinales et de flexion de la molécule CO, (résonance dit de 
Fermi, voir [21]) ainsi que la duplication et la démuitiplication de 
la fréquence de la lumière en optique non linéaire (voir [221). 


)_ ay? g : 
8.11. wo? — mm (comp. avec [1], $ 30, problème 1). 


212 
: 2 2 3 2 - 
8.12. a) Verre [+ SET. (1) 
2 T a? . 3 2 
b) Ven ras Le +], 


où &, est la pulsation propre de l’oscillateur. 
Notons que la dépendance Uerr © r$ est typique pour les for- 
ces intermoléculaires. Si l’on porte dans (1) les valeurs des 
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grandeurs *) œ— e?— (5.107 unité CGSE)?, m— 10-*7 g, a 
r 1078 cm, © — 1016 s-1, qui sont typiques pour les atomes, on ob- 
tient Uerr — 1075 erg -cm6/rf, ce qui, en ordre de grandeur, se rap- 
proche de la vraie valeur de l'interaction de Van der Waals. Ce ré- 
sultat peut servir de confirmation de la nature physique de cette in- 
teraction. Quant au calcul complet des forces de Van der Waals, il 
n'est possible qu’en mécanique quantique. 

8.13. Le mouvement suivant l'axe z est presque régulier, 
z—vt. Dans le plan (x, y) la particule est sollicitée par la force 
en oscillation rapide f,= 24x sin kvt, f, — 2Ay sin kvt. Le potentiel 
efficace correspondant est Uëerr — Les (x2+ y?), où Q — _—. 

Selon les données du problème, la pulsation des oscillations de 
la force kv © Q, de sorte que la force oscille en fait rapidement. Dans 
le plan (x, y) la particule effectue donc au voisinage de l’axe z des 
oscillations harmoniques de pulsation Q. Ce problème est une illus- 
tration du principe de forte focalisation de faisceaux de particules 
dans les accélérateurs. 

8.14. Les équations de mouvement sont 


mx — = (x) y, 


my _—— _ dE (x) x. 
Cherchons la loi du mouvement sous la forme 


où les termes &£, n décrivent un mouvement rapide sur une orbite 
presque circulaire, tandis que À, Y est le déplacement lent de son 
centre (comp. avec [1], $ 30). 

En portant (1) dans les équations de mouvement, on développe 
GE (X + €) en puissance de E 


X+E=0Ÿ ont ET +, 
Ÿ+n=—oX— oi EE (X+È 


ensuite, on sépare les termes oscillant rapidement de ceux qui va- 
rient lentement. Pour les termes oscillants, on a 


Émon n=—0Ë, o=——S#(X), 


e (10-12 k)2 


*) Dans le système SI: à — Aneo 107 f/m.10? 


m = 107°0 kg, 


6 
a 10-10 m, Uerr = 1071 (©) J. 
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d'où 
E = rcos ©, n — —r sin oi. 


Pour les termes variant lentement, on a 


À — + me __ ge 
. @ 


(En =—ro(cos ot, (EË)—0. 
Comme X, Ÿ = coX, ewY, les premiers membres de (2) peuvent 
être considérés comme nuls. 
Bref, 


ÿ 7" er? O6 4 


me 0 2 : X = 0. 


(La vitesse de déplacement du centre de l'orbite (vitesse de dérive) 
dans un cas plus général a été étudiée dans [2], problème 3 du $ 22 
et dans [8], $ 25.) 

8.15. L'équation de mouvement de 
la bille est 


my = — + (8). 


Le mouvement propre de la bille sous 

l’action du ressort est décrit par l’écar- 

tement de «basse fréquence » x — 

—=y — y, Cos yt, pour lequel 

aU (x ya cos LA Fig. 150 
dx 


En prenant la moyenne sur la période 2x/y du mouvement de haute 
fréquence 


MX = — 


((cos2"t1 vi) = 0, (cos? yt) — + (COS VE) — £ ) : 


on obtient la force efficace et l'énergie eu correspondante 
Üerr (x) = Ar? + Brt, Â=-0C2? x By 


Le graphique de la fonction Vers (x) est représenté sur la figure 150. 
Pour À > 0 ou T = y > Th, — 4C/9B la bille oscille près du 


point x — 0 avec la pulsation @ — YV24/m & VT — T,. Pour 
À <0ouT <T;, les minimums de Uess (x) se disposent aux points 
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HE Lo = + V —A/2B, la bille oscillant près de l’un d'eux avec la 
pulsation @ — Y —A/mVT,—T. 

L'image donnée est très proche de celle des transitions de phases 
de second ordre décrites par la théorie phénoménologique de Landau 
[23]. Les rapides oscillations entretenues présentent des analogies 
avec les agitations thermiques (correspondant aux modes optiques 
d’oscillations du système non liés à la transition), tandis que la quan- 
tité T = yi est l’analogue de la température. Pour des T grands, le 
système oscille autour de la position d'équilibre x = 0. En outre 
il y a symétrie relativement à la substitution x —> —zx. Avec l’abais- 
sement de la température jusqu’à la valeur T << T, la bille commence 
à osciller autour de l’une des nouvelles positions d’équilibre: x, 
ou —z,. Dans ce cas la symétrie x — —zx est, sûrement, détruite. 
La valeur T, est l’analogue de la température de transition de phase 
de second ordre. Au voisinage du point 7 = 7, la grandeur x, est 


petite, oVYT, — T, la pulsation © des oscillations propres 
étant également petite. 


$ 9. Mouvement du solide. Référentiels non galiléens 


9.1. a) /2a@7(m+M)  2a?(m—M) 0 
(2e (m— M)  2a(m+M) 0 | : 
0 0 40? (ni + M), 
b) /4am 0 0 
O0  4a2M 0 : 


O0 OO 4a(m+M) 


9.2. Pour les deux figures, un des axes principaux est l’axe per- 
pendiculaire au plan du dessin et passant par le centre d'inertie de 
la figure (axe z). Dans les deux figures, l’axe principal x est tourné 
du côté de O'x’ de l’angle @. L’axe principal y est perpendiculaire à 
l’axe x. Ces deux axes passent par le centre de gravité des figures. 

a) Les coordonnées du centre des axes O'x'y’ (x' = b, y’ = a) 
sont 


T2 = 2 (a° + 0°) (M + m), 
Lau = (a+ 8) (A1 mo) + V GE EE QT = 
Lou = (+07) M +) 2 VO OO AE (M mi) 
L 2ab (M — m) 
pour a & b, PLACE ED Mn 


b) Par rapport aux axes O’x'y'z’ (fig. 151) les coordonnées du 
centre des masses © sont: x’ = y’ = a, z' = 0. Dans le système de 
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L/ V2 


coordonnées Ox"y”z" dont les axes sont parallèles aux axes x’, y’, 2 
le tenseur d° inertie est 
3 10 


T' = äma? | 1 10 
004 
Avec le passage au système Ozxyz, ayant subi une rotation d'angle 
œ autour de z”, les coordonnées se transforment de la façon suivante : 
x = x” Cos @ + y” sin , = —zx" sin @ + y” cos y, 
— 2". 
Quant aux composantes du tenseur d’inertie (produits des coordon- 
nées), elles sont: 
Lex = Lex COS ?p + 21%, sin cos ® + 7%, sin? o — 
— 4ma? (3 cos? p+ sin 2 + sin? p), 
Tyy = 4ma? (3 cos? @ — sin 2p + sin? y), 
I,, = 16ma>, 
T,y = 4ma? (—sin 2 + cos 2), 
Lez = Ty = 0. 
L’angle œ est choisi de façon à satisfaire la condition 7,, = 0, par 
exemple @ = x/8. Dans ce cas 
Isx=4ma(2+V92), 1,,=4ma(2— V2). 
9. 4. Le contée des masses est le point se trouvant sur l'axe 
(R—r)r d 
RTS 


tre de la sphère vers la gauche. Le corps 
est une toupie symétrique. Par rapport à 


m 2 
R3— T3 5 (RS— rs) ; 
par rapport aux axes perpendiculaires pas- 
sant par le centre des masses 


2 R—r)rôR 
== LÉ (RS— 75) — Rs 


9.5. Dix = (D Inn) ôin—31;x (voir [2], 


n 
$ 99). Fig. 151 
9.6. Le centre des masses se situe sur 


de symétrie à la distance u cen- 


l'axe de symétrie 13 = 


l’axe de la demi-sphère à la distance <R du centre de la sphère 
(R étant le rayon de la sphère). Le moment d'inertie par rapport à 
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l’un quelconque des axes perpendiculaires à l’axe de symétrie (m— 
la masse de la demi-sphère) est 


2 3 2 83 
+ 2 ml? RE 2 
I=--mi m | R}) = me. 


Au cours des oscillations le centre des masses ne peut se mouvoir 
que suivant la verticale. Soit @ l'angle de rotation de la demi-sphère, 
z la hauteur du centre des masses au-dessus du plan z2=R— 


— + R cos y. La fonction de Lagrange du __— est L— _ To? + 


+ mi— mes, ou, pour des œ petits Le > 1° — À mERG D'où 
on tire la pulsation des petites ne 
—. 7420 g ‘8. 
"88 R° 


9.7. Vraisemblablement la vitesse v de.la bille après le choc ne 
peut être dirigée que suivant ou en sens opposé de V, autrement dit, 
v — UV/V. La vitesse u de l’haltère après le choc est dirigée suivant 
V, sa vitesse angulaire étant ©. 

Les lois de conservation de l’impulsion, de l’énergie et du moment 
cinétique (par rapport au centre de l’haltère) sont : 


mV = mv+2mu, 
_ mV?— _ mu? + mur + + Tw?, 
mVr = mor + lo, 


où m est la masse de la bille, r, son rayon, I — mr? le moment 


5) 
d'inertie de l’haltère. 
D'où on tire 
1 7 o V 
Ve : u= V, Fe 4 
9.8. Actuellement les distances du centre d'inertie du système 
Terre — Lune à la Terre et à la Lune valent respectivement rer R 
et Per R, tandis que le moment cinétique du système est 
n (Te | QL+M (7 HE } Q1 + 1Qr = JQ1 + 1Qr, 
Gr pe (1) 


M+m 


où Qr, et Qr sont les vitesses angulaires de rotation de la Lune au- 
tour de la Terre et de la Terre autour de son propre axe (Q+/Q, = 28). 
En écrivant (1), on a assimilé la Lune à un point matériel, tandis que 
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pour la Terre on a tenu compte de la rotation autour du centre d’iner- 
tie et sur de son propre axe (avec le moment d'inertie / — <= Ma). 


A l'instant où le jour s’égalisera avec le mois la vitesse angulaire 
de rotation de la Terre © deviendra égale à la vitesse angulaire de la 
Lune, la distance de la Terre à la Lune devenant (suivant la troisième 
loi de Kepler) égale à R (Qr/w)°/%, tandis que le moment cinétique 


sera : 
Q1 \4/3 
[7 (=) +1] o. (2) 
De ({) et (2) on tire l'équation pour T=g 
NÉ APbé | (3) 
- JQL 5 fR\2 m 
où &= Teese) per ne 88. 


L'équation (3), ou x (4,8 — x)° — 2,01, possède deux racines 
réelles : x, = 1/55 et x, & 4. La première correspond à À avenir, la 
seconde au passé. Respectivement, dans lé premier cas le mois:de- 
viendra égal à 55 jours actuels, dans le second cas il était égal à 
6 heures. La distance de la Terre à la Lune deviendra égale à 1,6 R 
et a été égale à 2,6a. 

(Pour des modèles d'évolution du système Terre-Lune plus pro- 


ches de la réalité que celui qu’on vient d'étudier voir, pas exemple, 
[24], ch. 2.) 
5 


9.9. a) Le corps tourne à la vitesse angulaire £ O3 + d l’éner: 


gie cinétique initiale s’est transformé en chaleur. | 
b) La ligne des centres est mise en rotation avec la vitesse angulai- 


re LE w autour de la direction du moment M qui fait avec elle un 
angle de 45° ; dans ce cas le coFs tourne autour de la ligne des centres 
à la vitesse angulaire Le de l'énergie cinétique initiale s’est 


14 
transformé en chaleur. 


9.10. fir=m(g Le. ) ; 

9.11. Le moment d'inertie de l’ellipsoïde (voir [1], $ 32, problè- 
me 2e) par rapport à l’axe de rotation est 7, — LE a?; par rapport 
à un axe quelconque qui lui est perpendiculaire et qui passe par le 

2 2 
centre des masses 7, — FLE) (M étant la masse de l’ellipsoïde). 


16—-0734 
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La particule incidente de masse m € M communique à l’ellipsoi- 
de l'impulsion p — (P,, Py, p,) — mv (0, —1, 0) et l'énergie ciné- 
tique M = mv (p1, 0, —p.). 

On trouve que dans le‘ système se mouvant à la vitesse —E— 7 Re 


(voir [1], $ 33) l’ellipsoïde est mis en rotation autour du demi-axe c 
Zz 5 mv Pa 


à la vitesse angulaire Q, — 2e tout en subissant une 
précession autour de la direction de M de vitesse angulaire 

| M1. ___ 5mv VATENS + p5 
I M (a? + c?) 
9.12. Désignons la vitesse angulaire du volant autour de son pro- 


pre axe par 4 et l'angle formé par cet axe et la direction vers le Nord 
par q. Dans le système galiléen la vitesse du volant est © —= Q + 


+ @ + , ses projections sur l'axe du volant-o, — = + Q cos « cos p, 


sur la verticale ©, — @ + Q sin &, sur l’axe horizontal perpendi- 
culaire à l’axe du volant &, — Q cos « sin . 

La fonction de Lagrange est égale à l'énergie cinétique (compte 
tenu de ce que 7, = Z,)2 


Q— 


L=5l, (p+Qsin 2) ++ 10 cos? & sin? @ + 
+5 Le (b + cos a cos p)2. 


Il est commode d'étudier le mouvement en recourant aux intégrales 
de mouvement py et £ — Pb + Pe® — L': 


Py = 23 (p+Q COS & COS ®), 


= 1 (p2— Q2 sin? a) —+ 1,92 cos? & sin? p + 
++ Ta (p2— Q2 cos? & COS? ). 


En éliminant Ÿ, il vient 


E = 5 1,9% Uerr (p) + const, 


Üerr (D) — — pQ cos & cos p + + I ,97? cos? a cos? . 


Bornons-nous au cas de bd > Q. Alors py Æ IV, 
Uerr (oo) Æ —py Q cos «& cos p. 
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La fonction Uzefs (@) a un minimum pour @ — 0 (c'est-à-dire en di- 
rection vers le Nord). L’axe du gyrocompas oscille autour de cette 
direction. Pour de petites oscillations 


Uerr (D) = : AT cos œ-p?+ const, 


quant à la fréquence d’oscillations de l’axe ‘elle est égale à 


V #8. Qv cos &. Par exemple, pour un gyroscope effectuant environ 
1 
10 mille tours par minute la période d’oscillations est d'environ 


d’une demi-minute {pour Té- cos a = 1) ; 

De quelle manière peut-on se rendre compte du moment d'’iner- 
tie imputable au cadre? 

9,13. Il est commode d'utiliser un système de coordonnées mobile 
dont l’axe x passe par le point de contact du disque avec la table. 
Dans ce système 


LEURS [y, M\=K, (1) 


où M est le moment cinétique de la toupie par rapport au point im- 
mobile O, K le moment des forces agissant sur lui (comp. avec [1], 
$ 36). La projection de (1) sur l’axe x est 


M—qMy=Rks. 
Evidemment M, — 0, K, — 0, de sorte que M, — const. 


Supposons que Î, = 1, E I 4 sont les moments d'inertie princi- 
paux de la toupie par rapport au point ©. A l'instant origine 


M=QI, M,=@1l,cos0. 


Quand le patinage cesse, l’axe x devient un axe instantané de rota- 
tion, autrement dit la vitesse angulaire @ de la toupie est dirigée le 
long de l’axe x, tandis que M, = 1,0 cos? 8 + J,o sin? 6. Donc 
.. QI, cos 0 
1, cos? 6+. 7, sin? 6° 


Remarquons qu'après la cessation du patinage ® = — tg 6. 
9.14. Soient a = b = c les demi-axes de l’ellipsoïde, À, O6, D 
les coordonnées sphériques du centre d'inertie de l’ellipsoide, 6, œ, 
4 les angles d’Euler, l’axe x; du système de coordonnées mobile étant 
dirigé suivant le demi- -axe c. L'énergie cinétique du corps (voir [1], 


$ 35) est 
L= D (A2 + R20!2 + R2®? sin? 0) + 2 (q2 sin20 + O2) + 


+ (pcos0+ 4), (1) 
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2 
où L=l,=<(@+c) et 1= a? sont les moments d'inertie 


de l’ellipsoïde par rapport aux axes æx,, Zo, a. 
L'énergie potentielle conseillée de l'interaction de l’ellipsoïde 
avec le centre coulombien peut être récrite sous la forme 


_ vmM vYMD 3cos a —1 9 
Re Co Re > (2) 


où D = 2(1, — J:;), quant à « c'est l'angle formé par le rayon 
vecteur R et l’axe zx. 

Le vecteur unité e,: fixant la direction de l’axe présente des com- 
posantes e,3 — (sin 0 sin @, —sin 6 cos @, cos 8). D'où 


Re 


cosa=— = cos 0 cos 6 + sin 6 sin @ sin (p— D). (3) 


À partir de (1), (2) et (3) on tire l’expression définitive de la fonction 
de Lagrange L = T — U. 

9,15. Commençons par étudier l'influence du seul Soleil. L'’ori- 
gine du système de coordonnées se confondra avec le Soleil, quant à 
l'axe X, (voir les notations au problème précédent) il sera dirigé 
perpendiculairement au plan de l'orbite de la Terre, et l’axe x, vers 
le Nord. 


Il faut s'attendre à ce que la vitesse angulaire de la précession œ 
de l’axe terrestre soit petite devant celles des rotations diurne et 
annuelle ® de la Terre. On ne conservera donc dans la fonction de 
Lagrange que les termes du premier ordre en p. De plus, supposons 
que les grandeurs À, @ — x/2 et D. sont constantes avec 


er AE an, (1) 


et, en prenant la moyenne de cos?@ sur un an, on a: (cos? &) — 


=+ sin20. Après quoi, il vient 
3yMm (a? — c?) 


30RS sin? 6. 


Â . 4 | . . 
L=-10+-T; (2 + 2H cos 6) — 
La persistance de py = /; (b + o cos 6) et de p,, — PAT cos 0 im- 
plique celles de 1 et 68 — 23° (à la précision jusqu'aux grandeurs de 


l’ordre de o près). L’équation de mouvement en fonction de l'angle 
8 prend la forme 


[1,0 + pv sin 0 PME sin 8 cos 6 — 0 
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et compte tenu de ce que D 82 q? on a: 
3vM a? —c? 


+ 
2 __h2 is 
En y reportant la relation (1) et = rs <C9, il vient 
pe A par an. 
Ÿ 


La vitesse de la précession due à la Lune s'obtient à partir de (2) 
en remplaçant la masse W du Soleil par celle de la Lune et À par la 
distance de la Terre à à la Lune; en définitive, elle est de 31 par an. 


La vitesse totale o = —48" par an. La grandeur observée de Pexpan = 
— —50,2" par an (voir [24], ch. 2). 

Ainsi donc l'axe terrestre évolue autour de l'axe X 3 Avec une pé- 
riode d'environ 26 mille ans dans le sens opposé à la rotation de la 
Terre autour du Soleil (dite précession des équinoxes). 


9.16. M,+ (+) MiMs= Ki 
Ma+ (5 +) M3M = Ko, 
7 : 1 1 
Mat (sr) MM Ks; 
pour 1, — Î, | 
M, = B cos (ot + op), M, = B sin (ot + œ@), M3 = const, 
© — (-—- 7) Ms (voir [1], $ 36, et comp. avec problème 10.20). 
3 


9.17. Etudions le mouvement autour d’un axe proche de l’axe 
d'inertie x,. À partir des 2. d’'Euler (voir [1], formule (36.5)) 


2 Q,0,=0 


Qi 


on obtient Q, — const avec la précision jusqu'aux termes proportion- 
nels à Q, 3/Q, € 1 près. Deux autres équations deviennent à ces 
conditions linéaires par rapport à Q, . Q.,. En posant 

Q, 3 e!, (1) 
on obtient pour s l'équation 


= Un) qu o 


Pour 7, 1, << 13 ou J3 1, LT, l’équation (2) présente des 
racines réelles, ce qui correspond, selon (1), à l'instabilité de Ia ro- 
tation autour de l’axe x. 
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Si, par contre, le moment d'inertie Z, est maximal ou minimal, 
l'équation (2) possède des racines imaginaires, c’est-à-dire que 
Q, et Q, varient en oscillant et la rotation autour de l'axe x, est de 
nature stable. 

9.18. Le mouvement de la sphère est défini par les équations 


mv = mg + À, (1) 
To — [af], (2) 
v + [œal = 0, (3) 


e s 2 de . 
où m est la masse de la sphère, 7? — F ma* son moment d'inertie ; 


a le rayon de la sphère dirigé vers le point de son contact avec le 
cylindre, f la force appliquée à la sphère en ce point (somme de la 
réaction et du frottement), v la vitesse et æ la vitesse angulaire de la 
sphère. ° 

Il sied dans ce cas d'utiliser les coordonnées cylindriques d’axe 
z confondu avec l’axe du cylindre. Mais il faut alors tenir compte du 
fait que la projection de la vitesse de variation d’un vecteur quel- 
conque À sur les axes mobiles se détermine d’après les formules 


(A)o = Ao+ [pAly = _ pA, ; 
(À), = À; + [pA]; = 7, PAs (4) 
(r = b — a, ®, z sont les coordonnées du centre de la sphère, o — 
— v4/r). Des équations 
mo fe 10,= afp Vo+a0,=0 
on obtient 
| vo = Const, @, — const, fo = 0 
Des équations 
M, = — ME + fa V,—4a@y = 0, 
(+ qu) = —afs I (@,— po) =0 
jl s'ensuit que 
(1 + ma?) Op + Lo 03 = 0, 


soit 
| d Î . 2 vo 
p=Ccos(Qi+a), CV nr PV + 
Ogr y Ÿ 
2. + C sin (Qt + a), 


2 = Z9— € sin (Qt + @). 
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Donc la sphère effectue des oscillations harmoniques en hauteur 
et, en mesure avec ces oscillations, varie la composante radiale de 
la vitesse angulaire. 

9.19. a) En guise de coordonnées généralisées choisissons les 
coordonnées X , Ÿ du centre et les angles d’Euler , 8, % ([1], $ 35). 
L'axe Z est vertical, l'axe mobile x; suit l’axe du disque. La ligne 
marquant l'intersection du plan du disque avec le plan X Y (ligne 
des nœuds*) forme l’angle @ avec l’axéX . La fonction de Lagrange est 


L=(X2+ Ÿ2 + a?@? cos? 6) + + JL, (82 + o2sin? 6) + 


+5 L:(@ cos 0+ 1)? —mga sin 6, 


où 7, — 7, et 1; sont les moments d'inertie du disque par rapport 
AUX AXES Zi, Lo, La, @ le rayon, m la masse du disque (la hauteur du 
centre du disque au-dessus du plan Z = a sin 8). 

Les intégrales de mouvement s'expriment par les impulsions 
généralisées 
| MX =Px, MY =Py, 

Li ® sin26+ J, cos 8 (p cos 8+ 4) = po = M2, (1) 
Ts (q cos8+v)=n = M; 
et l'énergie. Dans le système de coordonnées se mouvant à une vitesse 


constante (X , Ÿ, 0), le centre du disque ne se déplace que dans la 
direction verticale. De (1) l’on tire 


__ Mz—M, cos " _ M3 Mz—M;cos8 
LE I,sin6 ‘? y = I, sin? 6 Fo (2) 


et, en portant dans l'intégrale de l'énergie, il vient 


{ | : M$ ., (M3z—M, cos 0)? ; 
E=-- (1, + ma? cos? 6) + Snap + Mgasin6. (3) 
De là, au moyen de quadratures, on détermine la fonction 0 (£), 
ensuite, à l’aide de (2), celles de œ (t), ® (+). 
L'angle d'’inclinaison du disque oscille et, en mesure avec ces 


oscillations, varient les vitesses de la précession et de la rotation 


autour de l'axe +. Les équations (2), (3) rappellent les équations de 
mouvement d'une lourde toupie symétrique (voir, par exemple, les 
équations (4)-(7) de [1], $ 35, problème 1). | 

Le roulement du disque est stable pour Q? > mga. I,/1?, la rota- 
tion pour Q% > mga/I.. 

b) En l'absence de patinage, sur le disque agit, outre les forces 
de pesanteur mg et de réaction d’appui R, la force de frottement f. 
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Il ést commode de transcrire l'équation 
M — [aR] — [af] 


en projections sur les axes Z, x, et & (l’axe Ë est la ligne des nœuds) *): 


M, = fna cos 6, M3= fra, (4) 
d 0L ÔL : 
5  ® —= -a sin 0. (5) 


a est ici le vecteur mené du centre du disque au point de son contact 
avec le plan. | 
Ecrivons l'équation 
MmV =i+R + mg 
en projections sur les axes & et n, où l’axe n est horizontal et perpen- 
diculaire à l’axe £ (voir formule (4) du problème précédent) 
fe=m(Vh=m(Ve:+pVa), 


fn = (V}n = mm (Va — Ve). 


La condition de roulement sans patinage V + [Ga] = 0 implique 
les égalités 

Vs — — a (+ pcos 8), Vn= 48. (7) 
En reportant (1), (6), (7) dans (4), (5), on obtient un système d'équa- 


tions en fonction des angles d'Euler. Le mouvement de roulement 
sans patinage et sans perte de contact avec le plan est possible si 


[fI<um(g+2), 8+22>0 
(x est le coeïficient de frottement). 
En posant 8 = 0, on obtient p = Ÿ — 0, de plus 6, o et 4 sont 
liés par la relation 
Lo (o cos 0 + y) sin 0 — I,ç? sin 6 cos 8 + mga cos 8 — 0 (8) 
(ici et plus loin 753 = 1,3 + ma”). Le centre du disque, en se mou- 
vant à une vitesse constante V — a | Q, | — a y + b cos 0 |, 


décrit un cercle de rayon R = V/ Lo |. Les conditions (8) peuvent 
prendre également la forme 


LRV?.= | LaV* cos 0 + mga?R? cotg 8 |. 


#) En: l'absence de frottement, ces équations constituent des équations 
de Lagrange pour les angles d’Euler. : 
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En particulier, si la masse du disque est concentrée en son centre 
(Z, = T3 — 0), on obtient alors la relation élémentaire: V?— 
— gR | cotg 60 |. Les effets gyroscopiques se manifestant pour des 
Î: 3 différents de zéro peuvent être assez sensibles. Par exemple, 


pour un disque homogène (27, = 71, — mai) au cas où R ÿ a, 


on obtient + V?= gR | cotg 6 |; pour un cercle (217, = 1,—ma*} 
dans un identique 2V? = gR | cotg 6 |. 
Au cas de roulement du disque en position verticale 


0, o—0, b—Q3= const. (9} 


A des fins d'étude de la stabilité de ce mouvement, portons dans les 
équations (1), (4)-(7) 

O———p, BP 1, p— BBQ € Os, pp Q < PQ 
et ne conservons que les termes du premier degré de petitesse. IE 
vient 

M, — Lo + 130$ = const, Q,--const, 


T'B+1,03p— mgab = 0, (10) 
d’où | 
Fhi(eso— = M0 
B+ (+ mga )B— I, Z=83: 
Si 
mega 
QG + Re (11} 


alors avec un écartement de l’angle 6 de x/2 des petites oscillations 


B et sont amorcées: 


pre + fo cos (ut + 8) 


EP — 7 Ho —— sin (ot + Ô) , 
: TI, M ga 
2 — l3?3 . M, 
it lili li 


La direction du mouvement subi par le disque est également 
soumise à des petites oscillations, le disque se mouvant non pas sur 
une droite mais sur un cercle de rayon a Q,1o?/mgaM;. 

Donc un petit écartement des conditions initiales de (9) peut 
impliquer soit des petites oscillations au voisinage du mouvement. 
« équilibré » sur une droite (si M, = 0, $, 0), soit un nouveau 
mouvement « équilibré » (si M, = 0, B, — — 0): 
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Si l'inégalité (11) n’est pas satisfaite, le mouvement devient 
instable. 


On peut dire que le mouvement s'effectue avec 8 — const, si 


dans l’« espace » 8, y, Ÿ le point est situé sur la surface définie par 
l'équation (8). I] est aisé de se convaincre qu’à la condition (11) le 
mouvement est stable relativement aux perturbations sortant le 


point (6, œ, +) de la surface (8) et indifférent relativement aux dépla- 
cements sur cette surface. La situation est analogue en ce qui con- 
cerne la stabilité du mouvement du disque sur une surface lisse (il 
faut seulement remplacer J:. par 1;3). 

Le pivotement du disque autour du diamètre vertical est stable 
au cas où Q% > mga/I.. 

c) En l'absence de rotation autour de l’axe vertical (pivotement) 
on à la condition 


Q; = ® + v cos 0 — 0.” (12) 

Dans ce cas le disque est soumis à un « moment de frottement dû 

au pivotement » N dirigé verticalement, et au lieu de (4) on obtient 
M,=fracos0+N, M3= fra + N cos 6. (13) 


L'intégration des équations de mouvement se réduit assez facilement 
à des quadratures (à la différence des équations du point b)). 

Le mouvement avec une inclinaison constante est possible si, 
outre la condition (8), on remplit la condition (12), c’est-à-dire si 


@ et Ÿ sont définis par l'angle 6. Dans ce cas 


mgas sin 0 
1,—l;cotg?8 ” 


R=—a|sin6tg6i. V?2— 


Le pivotement du disque en position verticale est possible pour 
Q° >> mga/T.. 

d) Avec une petite inclinaison du plan il est nécessaire d'ajouter 
à la fonction de Lagrange le terme ÔL — — mgaX (l'axe X étant 
dirigé vers le haut le long du plan, l’axe Ÿ demeurant horizontal et 
l’axe Z perpendiculaire au plan). En tenant compte de (4)-(7) dans 


(1) 

PS6, pi, p—B<Q, p—Pp-Q< 
et en y adjoignant l'apport ôL ; il vient 

L'B+(L,—1I:) QB— 10, — mea = mga a sin Qt, 
d'où 


Qu m£a _ , 
be — (2 _ +0 | acos Qt, B— — 2 sin Qt. 
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En reportant (7) et 6, q — Q, t, Ÿ dans 
X— : Vs cos p — VA sin y, Ÿ = V4 sin @ + Va cos p 


et en faisant la moyenne sur la période de rotation, il vient 
TUE TU ma m£ga 
A)=0, = (1 + +57 ) 2002, 


c'est-à-dire que le disque se déplace sans perdre en hauteur. 

9.20. a) La position de la sphère se détermine au moyen des coor- 
données de son centre des masses X, Y, Z et des angles d’Euler 6, ®, 
vw (voir [1], $ 35) qui définissent les positions des axes d'inertie prin- 
cipaux. L’axe Z est dirigé vers le haut, l’axe x, du centre des masses 
vers le centre géométrique. de la sphère pour laquelle x; — b, le 
rayon de la sphère étant a. L'étude du mouvement de la sphère s’ef- 
fectue de la même façon qu’au problème précédent. 

Si Mz Æ Ma, Uefr (8) présente un minimum pour 8, O0, «1; 
au cas où Æ — Uefr (0,9) on a également une rotation stable de la 
sphère d'angle constant 6 — 8,, de plus Z = a — b cos 8,. Le point 
de la sphère qui en ce moment est en contact avec le plan possède 


la vitesse v — (bo +- aŸ) sin 0, qui prend la direction de la ligne 
des nœuds. 

Introduisons maintenant la petite force du frottement sec f. Elle 
est dirigée du côté opposé à vet se traduit par la variation de l'angle 
6,- Pour v = 0 


M,=T fhsin®, M:=7+fasin0,, (1) 
d'où 
Ma — Mb = C = const. (2) 


Pour une sphère tournant rapidement M = M;, M; = M cos 6, 
ou compte tenu de (2) 


M (a cos 8, — b) = C. (3) 


De là il s'ensuit qu'avec la diminution du moment cinétique par suite 
du frottement l'angle 6, doit décroître si a cos 0, — b = 0 et aug- 


menter si a cos 0, — b< 0. En outre, en vertu de (1), (3) 6, — 
— —fb/aC (a cos ®, — b}. 

Le centre des masses se déplace lentement le long de l'axe Z, 
tandis que dans le plan XŸY le frottement variable f; — — f cos ®, 
f> = — f sin @ entraîne la rotation du centre des masses suivant le 


petit cercle à la vitesse angulaire ®. Il est bien entendu que même 
un petit frottement aboutira avec le temps à la disparition du pati- 
nage, la vitesse du point inférieur de la sphère s’annulant. 

b) Soient Re — (X + b sin 6 sin @, YŸ — b sin 8 cos @, a) les 
coordonnées du centre géométrique de la sphère; Q — (Q,, Q. 
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Q,) = (8 cos p + w sin 6 sin 6 sin @ — + sin 8 cos ®, o + 


+ 1 cos 6), la vitesse angulaire de rotation de la sphère et a — 
— (0, O0, —a) le rayon mené du centre géométrique de la sphère 
vers le point de contact. Alors la condition de roulement de la sphère 


sans patinage Re + [Qa] — 0 constitue une liaison non holonome: 


X — 6 (a —b cos 8) sin — (a + -bo) sin 6 cos q. 


V— — 8 (a —b cos 6) cos p— (ab + bo) sin 0 sin ®. " 
Les équations de mouvement 
mX=i, mi =, (5) 
M;=( cos @ + À, sin æ)bsin 0, (6) 
M3= (4 cos @ < À, sin o) a sin 6, (7) 
ar go = (M sin @ +22 008 9) (a —bcos() (8) 


contiennent dans les seconds membres des frottements et des moments 
de ces derniers. Les facteurs de Lagrange À,, À, peuvent être expri- 
més à l’aide des conditions de liaisons (4) en fonction des angles d'Euler. 
C'est ainsi que les projections du frottement sur la ligne des nœuds 
fn et sur la direction perpendiculaire f, sont 


1 = mÔ p (a—bcos0) — m (ay _. bo) sin 8], (9) 
fi = —m {0 (a— b cos 0)]— mp (aÿ + bg) sin 6. (10) 


Notons que (6), (7) se confondront avec (1) si dans les équations 
(1) on remplace le frottement sec +f par le frottement de repos jy 
(9). Comme auparavant, M,a — M,b = C est une intégrale de mou- 
vement (2). 

9.21. En résolvant le problème, il faut se rappeler que la hauteur 
du corps au-dessus de la Terre est petite devant le rayon À de cette 
dernière et que l’accélération centrifuge RQ? (Q étant la vitesse an- 
gulaire de la Terre) est petite devant celle de la chute libre g à la 
surface de la Terre. Il y a donc dans le problème deux petits para- 
mètres : 


e, = RIR < &, — RQ?/g = 0,01. 


Développons en série dans l'équation de mouvement (y étant 
la constante ee gravitation, 7 la masse de la Terre) 


M RE +2 (V1 +R (R+r, QJ] () 
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le premier terme de la somme par rapport au petit paramètre r/R < ei: 
r= AMEN v OR 1 
, em (RE) (14 O(e)). 


L'’accélération de Coriolis 2 [vQ] — giQ < Ves,g et g1 — eg 
sont du premier ordre de petitesse, tandis que [Q [rQ1]] — &,8,g 
l’est du second. 

La verticale h, qui est antiparallèle au vecteur g, forme le petit 
angle & — €, sin À cos À avec la direction du vecteur R (4 est ici 
la latitude Nord (géocentrique) engendrant l’angle entre le plan de 
l'équateur et le vecteur R). Prenons l'axe z suivant la verticale diri- 
gée vers le haut, l’axe x suivant le méridien en direction du Sud 
et l’axe y suivant la latitude en direction de l’Est, il vient alors 


g = (0,0, —g), R = R (sin &, 0, cos a), Q = Q (— cos (a + À), 
0, sin (æœ + À)). 


En approximation zéro la particule se meut avec l'accélération 
—g sur l’axe z. En première approximation l'accélération de Coriolis 
n’engendre qu’une déviation vers l’Est, la grandeur de la déviation 
étant y — V aegt? — V eseh. L'accélération g, possède suivant z 
des composantes — eg, et suivant x et y des composantes d'ordre 
deux, aussi en première approximation g, n'’impliquera qu'une aug- 
mentation du temps de chute de la hauteur h de la grandeur 
me, V2h/g. La déviation vers le Sud n'apparaît donc que pour le 
second ordre. Ecrivons l'équation (2) en projections sur les axes 
choisis ne retenant pour les composantes z, y, x que les termes de 
petitesse d'ordre zéro, un, deux respectivement : 


= —g, y — — 2zQ cos À ; 


g — 


x = 2yQ sin k + g (3z sin à — x)/R + Q2z sin À cos À. 


En résolvant par la méthode d'approximations successives, on ob- 
tient 


2= h—+ gt?, y=— gt°Q cos À, x—2ht?2Q2 sin À cos À. 


En reportant le temps de chute & — |/2h/g, on obtient la déviation 
vers l’Est et vers le Sud 


— _ V 8e, hcos À, x=—2e,e,h sin 2À. 


9.22. Profitons du système de référence tournant avec le vase ; 
l’axe x sera dirigé le long de AB; l’origine étant placée au point im- 
mobile correspondant à l'intersection des axes AB et CD. La vitesse 
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angulaire du système Q = @, + ©, — (@2, @1 COS @ot, — & sin œit). 
Sur chaque particule liquide de masse m dans ce référentiel agissent, 
outre la force de pesanteur mg, les forces d'inertie (voir [1], $ 39): 


la force de Coriolis 2m [v@l], la force centrifuge TE LA EL le 


et la force 


m [rQ], où @ est la vitesse de variation du vecteur h dans un réfé- 
rentiel au repos. 

Avec le durcissement de la résine les vitesses des particules (rela- 
tivement au vase) s’annulent et la force de Coriolis s’évanouit. Pour 
les trois forces restantes la moyenne doit être prise sur les périodes de 
rotation : 

{mg) — — mg ({cos @1t), (sin œ1t sin œit), 
(sin w,t cos @ot)) = 0, 
Si O1 7 O2 
(m{rQ)=m{fr(9)], (Q)=([e@,0,1) = [(@:) w:]=0 
Enfin en définitive 


m OU 
eE (QrP)= + Se, 
où 


U = ([Qr[?) = (Q2r2— (Qr)2) = 
= (0° + w?) r2—{((Two + YO COS Mot — ps sin @ot)?) — 


= (ot22+ (+ ot) (+2). (1) 


La surface du liquide se dispose suivant la ligne du niveau U (r) — 
— const. La résine acquerra la forme d’un ellipsoïde de révolution 
une fois durcie. 

Que se produira-t-il si @1 = @:? 

Pour g = 0 et w, — 0, on obtient, en partant de (1), une solution 
fausse. Pourquoi ? 


mm dr 
9.23. L — a. | RS , 
V 2 VE ri 
0) dr 
V+] Eee Vert 
où E est l'énergie, M . moment cinétique dans le référentiel en rota- 
tion, Uerr = U (r) Écre: . Rappelons que £ = E, — MQ, M — 


— M,, où E, et M, . Hs et le moment cinétique dans le 
système galiléen. 

I1 est remarquable que l'énergie potentielle centrifuge —m£{?r?/2 
n'entre pas dans Ur. 
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9.24. Dans le système de coordonnées relié au cadre la fonction 
de Lagrange du problème considéré coïncide avec celle étudiée au 
problème 6.36 (pour z = 0 et aux paramètres © = — 2Q, wf2 — 


_ 2 (+1) — Q?). Pour 652 > 0 le mouvement de la parti- 


cule coïncide avec celui de l’oscillateur anisotrope plongé dans le 
champ magnétique S£ — — 2mcQ/e. La trajectoire de la particule au 
cas où ©, — ©, est représentée sur la figure 97 adjointe au problème 
2.32. En particulier, si ©, = &®, = 0, le mouvement de la particule 
se confond avec celui de la particule libre évoluant dans le champ 
magnétique x = Zo + 4 COS og, y — Yo — à Sin gt, autrement. 
dit la particule effectue un mouvement uniforme sur un cercle de 
rayon a et de centre au point (x,, yo). Il est intéressant d’élucider à 
quel mouvement de particules dans le système de coordonnées au 
repos correspond ce dernier cas, en particulier, quand a = 0 ou quand 
To = Yo = 0. » 

Si la force centrifuge dépasse les forces de rappel émanant des 
deux ressorts, @i,2 << 0, la particule continue à effectuer de petites 
oscillations. Bien que l’énergie potentielle ait pour x = y = 0 
un maximum, la stabilité de cette position d'équilibre est maintenue 
grâce à la force de Coriolis. 

Si, par contre, &°? et w? sont de signe contraire (c’est-à-dire si z — 
— y = est le point col de l’énergie potentielle) cette position d’équi- 
libre est alors instable. 

Il est intéressant de confronter ces résultats avec la réponse obte- 
nue au problème 5.4. Dans le référentiel en rotation avec la vitesse 


angulaire Q le point r,, ®, est situé sur la crête de la « cuvette de 


2r2 
potentiel »: l'énergie potentielle = possède ‘un 


maximum par rapport au déplacement en direction du rayon vecteur 
et ne varie pas en cas de déplacement dans la direction azimutale. 
Dans ce cas l’une des oscillations naturelles s'effectue avec la pulsa- 
tion @, quant à la pulsation de l’autre oscillation elle s’annule: la 
position d'équilibre est indifférente vis-à-vis de certaines perturba- 
tions (par exemple, en cas de variation de po). 

9.25. La fonction de Lagrange 


L = (v+lor]) + mgr = 
. . . 2 2 \- 
= [Go +(+or+2-8 (52). 
Pour de petites oscillations on peut laisser tomber zet les équations 
de mouvement deviennent 


2 —20y+ (<= w?)x=0, a) 
Dee 20:+(+—«?) y = 0. 
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Cherchons la solution sous forme 
x Aeit, y— Bei 


et l’on obtient pour Q°? l'équation 


Qi £ + +20? (2 + (£—w?) (£—«?) =, 


Il est aisé de constater que ses racines sont réelles. Cependant pour 


(<—«?) (5?) < 0 


\ 
l'une des racines Q° << 0, de sorte que le mouvement correspondant 


x = A,el®ili _n A,eTtfilé, 
= B,elfilt + B,e-tfli 


aboutit # la sortie de la particule de l’origire de coordonnées. Cela 
signifie justement que la position inférieure de la particule .est in- 
stable. En posant, pour plus de netteté, que a > b, on obtient un 
domaine d'’instabilité 


£ 2 — E 
Rod 


Remarquons que pour &? > g/b le mouvement est stable bien que 
l'énergie potentielle dans le système de référence en rotation 


nn De le ed 2 fs 6) 
U = D (o e ) À D (o É y | 
soit non pas une cuvette mais une colline potentielle. La stabilité 
dans ce cas est assurée par l’action de la force de Coriolis. 
9.26. a) L'énergie potentielle (y compris la force centrifuge) 
est 


U (x) =k(x— ae, 


La condition U’ (x,) = 0 définit la position d'équilibre 


2ka 


es 2k— my? ° 


Il est intéressant de noter que pour une'pulsation de rotation y su- 


périeure à la pulsation propre des oscillations de la. particule V 2k/m, 
il s'avère que x, << 0, tandis que pour mYy* 5 2k la position d’équi- 
libre est proche de l’axe de rotation. 

._ Le signe de U" (x,) = 2k — my*est déterminant pour la stabilité 
de la position d'équilibre: pour my? << 2k l'équilibre est stable; 
pour my? > 2k il est instable. 
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b) Vraisemblablement, la position d’équilibre est celle trouvée 
au point a). À des fins d'étude de la stabilité, examinons l'énergie 
potentielle pour de petits écarts de la — d'équilibre : 


U (x, y, D =U (0, 0, 0)+- HE + HE 47, Eh, 
où 
k,=2k— my?, 
ko FR Go—0) LIRE Goo) mp2 2 my? + ka. 


l+zo—a l—zo+a 


La comparaison avec le problème 9.24 aboutit à la conclusion 
que l'équilibre n'est instable qu’au cas où x; L 
et k, ont des signes opposés. En particulier, 4 m 
pour my? > 2k + 2f/l1 l'équilibre est stable 
nonobstant le résultat obtenu au point a). Si, Ty 
par contre, k,ka << 0, l’écartement de la parti- 
cule du point (xs, 0, 0) s’accroît dans le temps Fo 
(tant que ne devienne sensible l'influence des 
parois du cadre qu'on a négligée). 

9.27. Profitons des coordonnées cartésien- 
nes du système de référence en rotation. Pla- Fig. 152 
çons l’origine des coordonnées au centre des 
masses, le système étant mis en rotation à la vitesse angulaire « 
autour de l'axe z; quant aux étoiles, elles se disposent sur l’axe zx 
(fig. 152). 

Supposons que les distances séparant les étoiles du centre de masse 
Ma,1a 
m1 
la distance entre elles. "De l'égalité 


M, Û Ur Z 


soient Go = + 


, OÙ M2 Sont les masses des étoiles, a 


MyMe 


YVMiMa 
M1 + Mo - 


an? = 


(y étant la constante de gravitation), on tire 


L'énergie potentielle du corps de masse m (y compris l'énergie 
centrifuge) est 


3 
U (a, y, = Te + (28 + ve), 


où r1,, sont les distances jusqu'aux étoiles, r = (x, y, z) le rayon 
vecteur du corps. La position d'équilibre du corps se ’définit par la 


17-0734 
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condition _ — 0 ou 


OU _ M Mo Mi + Mo \ Mid Malo 1e 
ôx = y | rÿ rh d }#—vm | ri : ra ne 
oÙ Mi Mo Mi Mo … 

Ôy = | r$ rè PE } 0, 

OU mi Mo - 

= ve +) 2= 0 


De là on tirez=0et (pou yÆ0)r =r, = a. 

Les étoiles, de même que le point d'équilibre occupent donc les 
sommets d'un triangle équilatéral. Ces points au nombre de deux, 
ay 3 


2 ? 


dits points de Lagrange, sont ïo — & = do — to = _ Yo — Æ 
Zo —= 0. 

Au voisinage des points de Lagrange - 
U (zo+ di, Yo + VIE Zo + 21) = 


=U (ao Vo 25) 7% moto 2ma—$ Maty} ++ mu, 


3 V 3 
QE 5 — Y (Mu — Mo). 
Le mouvement en direction de z est, vraisemblablement, stable. Les 
équations de mouvement dans le plan x, y sont: 


. 3 . 
Ta — => OT, — 2074 — 20ÿi = 0, 


9 e 
NT O2Y1 — 2074 + 207 = 0. 1268 3 
La substitution x — Aeïft, y — Bet aboutit à l'équation pour Q: 
O6 aQ2 + © — 42 = 0, 


Ses racines sont réelles pour 64&° => 23, c'est-à-dire pour (m, + 
+ m,)? > 27mm,. Cette condition est satisfaite si la masse de l’une 
des étoiles est au moins 25 fois supérieure à celle de l’autre. Dans 
ce cas le mouvement des corps au voisinage des points de Lagrange 
est stable. La stabilité du mouvement est assurée par les forces de 
Coriolis (comp. avec problème 9.25). 


Sur l’axe x il y a trois points pour lesquels 27 = 0, or le mouve- 


ment au voisinage de ces points est instable. 
Pour le système Soleil-Jupiter on observe aux points de Lagrange 
des astéroïdes. 
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9.28. Examinons les oscillations dans le référentiel mis en rota- 
tion avec la molécule. La fonction de Lagrange s'obtient à”partir de 
(1) par substitution de u, + [Q, r,, + u,]l à u,, la vitesse angulaire 
de rotation du référentiel étant choisie égale à la vitesse angulaire 


de rotation de la molécule en l'absence des oscillations Qm Ÿ ro = 
— M. La condition (3) du problème 6.49, qui est équivalente à l’exi- 


4 
gence Y + Ya + Ys = 0, est négligée. En introduisant g, — V5 (y + 


+ ya + y) et en s’abstenant des termes quadratiques en @ *), on 
peut transcrire la fonction de Lagrange sous la forme 


= (QE + 2984 208 + QE (ah + dË + 9) + 


. . 2 e e 
+ mA? (gigi — qd) + MO (9293 — g32). 


Les équations de mouvement aboutissent à des oscillations 
naturelles 


g{= A,cos (oit+q), g— 2 A, sin (@4t + 4), 


ge a FA cos (@2,8Ë + p2,3), 
5 = + 42,3 sin (@2,st + p2,3), 


3k 
2, pu) Led 
M0, vs) 5, 
2Q 
go, gi=0, 
do = Ci + D. 


Au lieu de la condition (3) du problème 6.49, on obtient 
2) {lraoüal + 29 (raoua)} = 0, 


ou g, — 2Qg, = 0, ce qui répond au choix de C = 0. Il est aussi 
commode de poser la constante D, déterminant la rotation initiale 
de la molécule relativement au référentiel mis en rotation, égale à 
ZÉrO. 

Quel est l’aspect des oscillations si dans le référentiel en rotation: 
l’écartement à l’instant origine est de la forme. représentée sur la 
figure 133 et les vitesses initiales sont nulles ? 


*) La prise en compte de ces corrections conduirait aux substitutions: 


mo? mQ? 
h—k— TR, 11 (1+ L 


): o—e (1-2). 


k 
47% 
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$ 10. Équations de Hamilton. Crochets de Poisson 


10.1. Soit & le vecteur écartement infiniment petit; en outre 
la le fa te Pa > Poe = Pa 
IT (Fes Pa) = (res Pa). 
De là > = 0. En utilisant l’équation de Hamilton, il vient: 


a À 


. e 0H 
P= Sp —) 7. —0, P = const. 
a a 


Avec une rotation infiniment petite Ôp 
Ta — Ye =To + [Ôpro], Po —> Pa = Pa + [ÔPPal, 
(ra Pc) = A (re, Pc); DATES | ÊpPa | = 


=0= 3 {pe (Gqral+r [69p 1} = —8p D, L-lrape] . 


ou 
M= > [r,pl= const. 
a 
i. Po — Pw C0s 0)? p}, 
10.2 H=z CT FT 
10.3. H — Ve + art. 


2(1 TE ER NE 7 
En particulier, pour de FA oscillations (| ax | & &°, | Br | € 1) 


H = es + ax —fPrp?+2P2r2p2— ,.., 


et à la précision jusqu'aux termes linéaires en « et B près l’adjonc- 
tion à la fonction de Hamilton de l’oscillateur harmonique est liée 
à l’adjonction à la fonction de Lagrange par la relation ÔA = — ôL 
(comp. avec [1], $ 40). 

10.4 x=acos(ot+p), p=—œvasin (ot+), où œ=(1+ 


+ 21 E 5) O9» E, —= 7 o5a?, 


2 
cp cp ôn s cp ôn 
OS. mr pe Pa ge P=IPI. 


La fonction de Hamilton proposée décrit la propagation de la 
lumière dans un milieu transparent avec l'indice de réfraction » dans 
l'approximation de l'optique géométrique (voir [3], $ 65). La « par- 
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ticule » est mimée par le paquet d'ondes, r (f) étant justement la 


loi de son mouvement; rest la vitesse de groupe, tandis que p, pér- 
pendiculaire au front d' ondes, définit le vecteur d'onde. 
La trajectoire pour n (r) = ax est 


z=C, ch( ++ C2), 


où C1, C2 Se déterminent par les points initial et final de la trajectoi- 
re. | 


10.6. a) Z= "CA ; hp) L—0: 


ces « particules » ne peuvent être décrites à l’aide de la fonction de 
Lagrange (voir [2], $ 53). 

10.7. Le potentiel vecteur donné définit le champ { magnéti- 
que dirigé parallèlement à l’axe z. 

La fonction de Hamilton est 
LEA 


on L'on = (P mr dx). 


Puisque H ne En De de y et z, . a ÿPy—const, p,—= Const. 


où ET, = 
; D me ? 0 Se? 


HY(x, U, 2, Px Py: Pz) = 


En posant H— 


on constate que se : Px la re de Hamilton est la même 
que pour l'oscillateur harmonique. Donc 


(a — 


x = QG COS (@Ë + D) + Zo, Px = — Mmo@a sin (ot + op). 
Pour déterminer y et z, profitons des équations 
“ 0H 1 | 
V= = m (Po Sax) = — we cos (ut+ q), 
= 
m 


y=—asin(ot+q)+yo 2=<21+20. 


La particule se meut sur une ligne en vis à axe parallèle à K. L’im- 
D sIon généralisée p, détermine la distance séparant cet axe du 
plan yz. 

10.8. Le champ magnétique est dirigé suivant l'axe z et vaut 
2hx. Le mouvement sur l’axe z est uniforme. En s'’abstrayant de ce 
mouvement, étudions celui qui s'effectue sur le plan xy. La fonction 
de Hamilton 
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ne dépend. pas de.y et t. Donc les intégrales de’mouvement sont 
l'impulsion généralisée p, et l'énergie FE: 
: eh 
Py = My +—— 2; 


72 4 h 2 
E=T + Uerr (x), Ur (= (ps — 22) | 


Pour p, <.0 le graphique Uerr (x) est donné sur la figure 158, 
quant à l’aspect approximatif de la trajectoire, il est représenté sur 


VAT 


7 Ty D Ep dp C4 


Fig. 153 Fig. 154 Fig. 155 


la figure 154. Il est nécessaire de tenir compte de ce que la. vitesse 


| Py | eh 
| RL 
nm mc 


est toujours négative en oscillant autour de la valeur de p,/m. 
Pour p, > 0, le graphique 


e2h? V/ 2 
Uen (a) = (at 2%), 20=V + 


est donné sur la figure 155. La vitesse 


: eh 
y=—— (a — 2?) 


pour toute valeur de Æ peut être aussi bien positive que négative. La 
figure 156 donne une image approximative des trajectoires, a — e 
correspondant à des valeurs décroissantes de l'énergie. 

Pour des grandes, énergies, £ 5 U,, = pi/2m, l'amplitude des 
oscillations suivant l’axe x est grande et la valeur moyenne de (x?) 
sur une période est supérieure à x°. Aussi la valeur moyenne égale à 


(23 (22) 


mc 
est-elle négative (voir fig. 156, a). Avec la diminution de l'énergie 
{y) s'accroît jusqu'à zéro (fig. 156, b), puis devient positif 


(Y}= 


: fs 
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(fig. 156, c). Pour la valeur de E=U,, là particulé, pour laquelle à l’ori- 


gine z > zx et z O0, se rapproche asymptotiquement de l'axe y 
(fig. 156, d). 

Enfin pour £ << U,, la particule se meut soit dans la région pro- 
che de (—x,), soit dans celle proche de x, (fig. 156, e). On peut mon- 


trer que dans ce cas (y) est plus grand que zéro. Pour [x — x, | & 


e) E<<{}, 
Fig. 156 


< %9,la particule décrit un cercle dont le centre dérive lentement sur 
l'axe y. Pour obtenir la vitesse de la dérive, il faut, dans le calcul 
de ({x*), tenir compte des PR corrections anharmoniques 


Z = Lo + a cos wt nn (3— cos 2ot), 
soit 
cE 
UE rre 
(comp. avec problème 8.14). 
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10.9. En introduisant les coordonnées du centre des masses R 
et le mouvement relatif r (comp. avec problèmes 2.25 et 2.26), repré- 
sentons la fonction de Lagrange sous la forme 


L= RER + [HT] R + L (r, r) + [XRIr, M=mit+m, {(1) 


A 


ou 


Life, net IHrr+< (Het K), 


Mat M 


m étant la masse réduite. 
Le dernier terme de ke sera récrit sous forme de 


En éliminant la dérivée totale par rapport au temps, il vient 
L= TE R2+ [fr R+ Li(r, »). 


Cette fonction de Lagrange ne dépend pas explicitement de R, aussi 
l'impulsion généralisée se conserve-t-elle 


0L ; e 
P=-e=MR+—[Hr]= const. (2) 
La fonction de Hamilton du système prend la forme 
1 2 A n 
= (Pt) + (pin) + 


De là, compte tenu de (2), il apparaît que la particule de masse m 
se meut dans un champ magnétique uniforme K et dans le champ de 
force d'énergie potentielle 

3 


= + (P—<iHr). 


r 


Si l’axe z est dirigé suivant K, on a alors 


U= - + mo [(z— a)2+ (y—0b)?]+ const, 


_— ee cPr _ y 
cY/ mm 17 — ee ? ee ” 


Après avoir trouvé r (&), la loi de mouvement du centre des masses 
s’obtient à partir de l’équation (2) 


R(= [HR | r (4) dt ]+ Ro. 
0 
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10.10. 
P—potebt, € (p) eêr= Es, 
(r— r0) eË = € (Po+ Bt) —E (Po). 
10.11. 


p=eB+<[vH]*). 


10.12. a) e (p) = Æ, pge = const, où ps est la projection de 


l'impulsion sur la direction du champ magnétique K. La trajectoire 
dans l’espace du momentum se détermine par la ligne d’intersection 
de deux surfaces: & (p) = £ et pge = const. 


b) De l'équation du mouvement p=<{rf) on voit que la 


projection de la trajectoire de l’électron sur le plan perpendiculaire 
au champ magnétique K s'obtient de la trajectoire de l’espace du 
momentum par rotation de l’angle x/2 autour de À et par modifica- 


tion de l'échelle = fois. 
ext 


10.13. 
d f d 
TC Se dE À E 
et’ | V. Le | | VL | 
Emin 
as 
Er 
où v, est la composante du vecteur _ orthogonale à K. 


10.14. a) — 2 Ejjnlr **), — 2 EiÿnPhs — 2: ein Mn. 
b) ab. 
{aM, br} = (2 a;M;, 2 be = 2 ab; {M; z;} = 


Jik | 


c) O0, nrrr-£, Ja (ar). 
10.15. {A;, Aj}= — DeijnAn, {4;, Ai} =0, à, j, k prenant ici 
R 
les valeurs 1, 2, 3 (comp. avec problème 10.14a). 


*) Pour plus de détails sur le mouvement des électrons dans le métal (pro- 
blème 10.9-10.13), voir, par exemple [18], [25], $ 4. 
-**) e;;, est un tenseur parfaitement antisymétrique, 


eyes = Essi = sie © À, 195 — Esat = eus = —1; 
los autres composantes de e;;, sont nulles, 
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10.16. {W;, An} = — 2 ejpAir — 2 end (Ars Au} = i3M x + 
+ Ga Mi; + 0 iM in + OniM à 39 


Où Myi= Prti— Pitr 

10.17. Dans la rotation du système en bloc d’un angle infiniment 
petit e autour de l’axe z la variation ô en premier ordre en & de toute 
fonction de coordonnées et d’impulsions vaut 
Ôp= p(x—Eey, y+HEX, 2, Px— EPys 


Py + EPxs Pr) —P (x, y, 8, Pys P2) = 
0 Ô êt 
= (ut ha pyt gn Pa) = Me @}. 
x 


Si  estsun scalaire, sa variation dans la rotation est nulle. Donc 
Lo, M z} = 0.Sip — f,est une composante de la fonction vectorielle, 
sa variation dans la rotation Ôf, — — ef,, et, par suite, 


{M,, fx} — — y ou {M;; Î} — [nf] 


(comp. avec [1], $ 42, problème 3,4). Quelle est la valeur des crochets 
de Poisson {W,, T..}, où T,. est la composante de la fonction ten- 
sorielle ? 

10.18. 


{f, aM}={f, al, 4{{M, 1M}= ff] M+2D MM: {f, la}. 


10.19. En posant dans la seconde formule du problème précé- 
dent Î — er et | — e:, où e: et eg sont les vecteurs unités des axes 
& et £ dans le système mobile de coordonnées, il vient 


(M, Mi} = +Ma. (2) 


Cette égalité se différencie par le signe du second membre de la 
relation analogue obtenue pour la projection du moment sur les axes 
d'un système de coordonnées au repos 


(M, M,} = —M,. (2) 


Comme il a été montré au problème 10.17 (voir également [4], 
$ 8.7), les crochets de Poisson (2) caractérisent la variation de la 
composante M, dans la rotation du système en bloc d'angle infini- 
ment petit e (fig. 457, a) ôM, = e{M,,M.} = —eM,. Les crochets 
de Poisson (1), égaux à! 


{e; Male: M} = {M:, e}M, 


caractérisent la variation de la projection du vecteur immobile M 
sur l'axe e; dans une rotation d'angle infiniment petit duYsystème 
de coordonnées au repos autour de l’axe & (fig. 157, b; sur cette fi- 
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gure les axes &, n, & coïncident avant la.rotation d’axes x; y; 2). 
10.20. M, — à Easy (L1)s6 MsM5, 
Ÿ 


en particulier, si le système mobile est choisi de façon que le tenseur 
d'inertie 18 soit diagonal, on obtient alors l'équation d’Euler 
(voir [1], $ 36, compte tenu de la relation M, = 1,0). 

10.21. Les équations de mouvement sont: 


M;={A, Mi} = Ye: M ; A», ou M= —y»[HM] 


D 


c'est-à-dire que le vecteur M tourne à la vitesse angulaire —y}{. 


7" #7 


04, 
a) 


Fig. 157 


a) Le vecteur M est en précession autour de la direction K: 
Max =-M, (0) cos voit + M, (0) sin y it, 
M, = —M, (0) sin y#ot + M, (0) cos vit, 
M, = M, (0). 


b) Le vecteur M tourne à la vitesse angulaire —y}{ qui, de son 
côté, est en rotation autour de l’axe z à la vitesse angulaire ©. Il 
est commode de recourir à un référentiel en rotation dans lequel le 
vecteur est au repos. Dans ce référentiel les composantes de la 
vitesse angulaire du vecteur M: sont: 


Ox = — YO 49 &y — 0, D; = — VA, THE. 


Aux conditions initiales données les composantes de M dans le réfé- 
rentiel en rotation sont 


M;=—a+ M(1— cos Àt), . M, =aM,sin At, 
Mi= (+0 cos M) Mo, 
où A= Ve vo, av V EVE. 


268 RÉPONSES ET SOLUTIONS 


Dans un référentiel immobile 
M,= M, cos wt— M,sin ot, 
M, = M, sin ot + M, cos ot, 
M;= M,. 

Pour &, € SE, la dépendance des amplitudes M,, de o est de 
nature d’une résonance; en général ces amplitudes sont petites 
Mo 1/E, ; toutefois, pour | & [| = | © + Yo | < YŸ, elles s’ac- 
croissent brusquement et atteignent les valeurs <W,. En particu- 
lier, pour © = — y, 


M. = — M,sin VE it sin VO ot, 
M, = M,sin y it cos VS ot 
M,=M,cos élit. 


10.22. {i,vy}= — = d'eindln. 
R 


m?c 


Fr 


b) p(t)= p cos ot — mogsin ot, 
- SP. 
g (t)= Q cos ot + SIN Gi. 


Il est, bien entendu, plus simple de calculer les grandeurs sans 
recourir aux crochets de Poisson. Maïs la méthode proposée peut 
aisément être adoptée à la mécanique quantique (voir [26], $ 34). 

10.25. a) En conformité avec le problème précédent 


d ' 0H 
DH, fe Si = 0. 
b) La fonction de Hamilton 


:__ P? 1 
= +5] (0, Po, Po); 


p? 
f (8, pe, Po) = PÈ+ ra + 2ma cos 6. 


Les intégrales de mouvement sont: Æ, p, et, d’après l'exposé pré- 
cédent, f. 


3 
2H 
10.26. a) {A;, Ajj=—— > ei M, 


k=1 


3 
{A;, M ;} Di 2 EimAn: 
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b) {H, Jo} =0, {Jis, Jo} = 0, 


3 3 
{Jun dus = — 2 EjjhJihs {ais Joj} = — DUT 
H = mo? 


RUES) 


Les vecteurs J, et J, sont des intégrales de mouvement indépen- 
dantes. Chacun d'eux possède pour ses composantes des crochets de 
Poisson identiques à ceux du moment cinétique ordinaire. La pré- 
sence de deux de ces « moments » est étroitement liée à la « symétrie 
dite discrète » de l’atome d'hydrogène (voir [27], ch. I, $ 5). 


$ 11. Transformations canoniques 
11.1. a) qg = PA sinQ, p=V 2moP cos Q, 


e e 


Q=w+sin2Q, P=—P0c0s20. 


Dans le cas donné P et Q sont des variables d'action — angle. 
Ces variables sont plus commodes que p et qg pour la résolution du 
problème par la méthode de la théorie des perturbations au cas où 


la pulsation © varie lentement: o& << w° (voir problème 13.9). 
F 4/2  . ES 
b) q— Re Ta sinQ, p=Y2muwP cos, 
Q=w+r V/ Æcs0, P—FV2moPsin Q. 


2 
11.2. Ÿ(p, Q=—-Q(1+m7). 
11.3. La fonction ® (qu, ge, . .., Qss Pa, Pa, . . ., P;:) définit 
2 
la transformation canonique si det Te 0. 


11.4 Soient Q = gcosa — psinæ,  P = qsin & + p cos «. 
Dans ce cas {P, Qhna = — {Q; Pinus Sin? &@ + {p, }pa COS à = 1, 
Dans un système à un degré de liberté cette condition est suffisante 
pour que la transformation soit canonique. 

11.5. IL est aisé de se convaincre (ce qui d’ailleurs est confirmé 
par les calculs subséquents) que la transformation canonique doit 
être proche de la transformation identique, tandis que les termes 
ax°P et bP* de la fonction génératrice sont petits. Pour résoudre les 
relations 


p = P + 2axP, Q = x + ax° + 3bP?, 
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qui déterminent la transformation canonique relativement à x et p, 
substituons dans les petits termes Q à zx et P à p: 


p—P+2aQP, x = Q — «aQ° — 3bP°, (4}» 


De façon analogue on procède en exprimant la fonction de Ha- 
milton en nouvelles variables: 


H'(Q, P}=— + + aQ°+ B QP2+ 2a QP2— aw°Q5— 8bw? QP2+ 


—+ les termes de quatrième puissance en ©, P. 


En admettant & — aw° = 0, $ + 2a — 3bo° = 0 rendons nuls 
les termes de troisième puissance. Donc, suivant l'approximation 


adoptée dans le problème Q = À cos œt, P — —o4 sin ot et selon 
(4) x = À cos ot — am ?A? — (B + aw ©) A° sin? @t (comp. avec 
[1], $ 28). 


11.6. En ramenanti la fonction de Hamiltor à la forme étudiée 
au problème 10.4, on obtient x=Q—-— of Qi — es a QF?, où Q— 


= À cos ot, P — — o,A sin ot, © — +5 4 (comp. avec [1], $ 28). 
11.7. H'(P, Q)=H(P, Q). 
Pour X = À sin (ot + œ), Y = 0, l'oscillateur effectue un 
mouvement sur l’ellipse! 


x = À cos À sin (ot + op}, 
y =. À sin À cos (ot + v). 


11.8. Pour rendre la transcription moins fastidieuse, il convient 
de poser temporairement m = @ = e = c = 1. Ces facteurs peuvent 
être aisément rétablis dans les expressions définitives. La transfor- 

mation du problème (11.7) est une rotation dans le plan xp, et yp,, 
aussi conserve-t-elle l’aspect de la partie de la fonction de Hamilton 
égale àl 


1 
SZ (+ y2+ pk + pi). 


Quant à l’adjonction due aux termes +4 22? — xp, elle est égale 


à 
+ SE? (X2 cos%h + Psinf\ + 2X P% sin Mcos À) + 


+ AUX2— Pÿ) sin À cos À — (cos? À — sin? À) XP». 


Le terme non diagonalf XP; disparaît si l'on pose 
sin? À — cos? À + € sin À cos À = 0, 
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c'est-à-dire tg 24 = +. Après des transformations fort simples la 


fonction de Hamilton se ramène à la forme 


H= 2 (PE PHlcotg?r) + (X2 teÿh + Y?). (4) 


Les variables X, Y effectuent ainsi des oscillations harmoniques 
de pulsations égales respectivement à 


O4 = © tg À — V'o+ (2 LYS, 


me 
amor Ver (ET + 


(comp. avec [2], $ 21, problème). Chacune des coordonnées X, Y 
traduit un mouvement sur l’ellipse ; l’oscillation arbitraire constitue 
une superposition de deux de ces mouvements (comp. les problèmes 
6.36, 11.7). 

T1 est intéressant que pour d£ — 0 il s’avère que À = x/4 (et non 
pas À — 0). Cela signifie que même pour un champ é£ très peu inten- 
se, les oscillations « naturelles » sont celles qui sont polarisées sui- 
vant le cercle. Quant aux oscillations qui pour À = 0 correspondent 
aux coordonnées X (Ÿ) et qui en l’absence du champ éf seraient 
linéaires, elles modifient lentement l'orientation de la polarisation 
avec l'apparition du champ &#. 

Si le champ magnétique est variable, il faut à la fonction de Ha- 
milton (1) ajouter la dérivée partielle par rapport au temps de la 
fonction génératrice 


… _PxPv 4j tPx+yPy 
D= — ma zy cotg À —s eh + cos ÀF 


(en l’exprimant en fonction de X, Y, Px, Pÿ) (voir également la 
note accompagnant la solution du problème 13.25). 
11.9. En posant dans la transformation canonique du problème 
20 Sea 


05 roi 0 : il vient 


précédent o—@, tg 21 = 
get (PE+ Ep pt) +2 (OIXE+ ojV+ ur), 


où o, , sont définis au problème 6.23. 
11.10, La transformation (4°= x/4) 


(x,+pe), die (+) 


= 
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conserve l'aspect de la fonction de Hamilton (comp. avec problème 
11.7) 


2+pt, Nm? 
nt [2h npis + An08 (aë + gta) | = 


.- Pr, +PY. ., Nmoi : 
+ Ne + : (X3+ 72) |. 


L'oscillation répondant à di — À cos (ot + B) est: 
Ta — 7 sin (os t+ np, +P), 
tandis que celle Sa à Ÿ, = B cos (ot + B) est 
Tn = 7 sin (— ©st + ps —B). 


11.11. La nouvelle fonction de Hamilton est H’ — wP,. Les 
équations de mouvement en nouvelles variables prennent la forme 


P,=P=Q1=0, Q= 0. 


Comment variera l'aspect de la fonction de Hamilton K' si K 
dépend du temps? 

11.12. La transformation proposée p — &P, r — Q/x est une 
transformation par similitude. 

11.13. La transformation de jauge A’ —A<+V/f(r,t), p—p— 


1 Ô A e e 
5 peut se ramener à la transformation canonique r°=r, 


PP Vf, H'=H—— 2 en recourant à la fonction généra- 
trice 
Dr, P)=rP—<f (r, t). 
11.14. ® (g, P)=qP—f ‘a, t). 


11.15. b) F.(g, Q)= LE (a+ 0)+ (a — 0)? 


c) Fig Q= 1290 — (92+ Q?) cos or]. 


11.16. a) Q = r + ôa, P — p est un déplacement du système 
en bloc de ôa (ou un déplacement du système de coordonnées de 
—6a). 

b) A la précision des infiniment petits du premier ordre inclus 


près 
Q = r + [ôp, rl, P = p + (6, pl. 
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La transformation est une rotation du système de coordonnées de 
l'angle —G6o. 
c) Qt =aq{(t+ôt), P (1) = p(t + x), 
H'(P,0Q,t) = H (p, q, t + ôt). 
La transformation est un déplacement dans le temps de ôt (comp. 
avec [1], $ 45). 
d) Q = r + 2pôa, P — p — 2rôa. 


La transformation est une rotation de l’angle 26x dans chaque paire 
de plans x;p; (i = 1, 2, 3) de l’espace de phase. 

11.18. à) D (r, P) = rP + nPôa + n [rP] 6, où 6x est le 
déplacement suivant la direction n, tandis que ô® — TT 6a est l’an- 
gle de rotation autour de n (hk étant le pas de la vis); 

b) D(r, P,t) = rP — VPi + mrV:; 

c) Dir, P,t) = rP — 16Q [rP]. 

11.19. 6f (q, p) — A {W, f}p,g. 

En effet, en reportant les valeurs de nouvelles variables P — 
ip à et Q = q + EU dans f (Q, P) et en développant 
l'expression obtenue en puissance de À, on obtient, à la précision 
jusqu’au premier ordre inclus près, 


_n 0 6W(p) _, 6f oW(a, p) 
Gf(a, p}=hs — DRE HE 


11.20. En posant dans le problème précédent ® = rP + àrP, 
on obtient une transformation par similitude avec & — 1 + À (voir 
problème 11.12). La fonction de Hamilton proposée est telle que 
H' (P, Q) = ofH (P, Q) et, par suite A {H, rp} = H' — H — 
— 21H (à —- 0). D'autre part, {A, rp} — _ (rp). D'où rp — 2Et — 


— const (comp. avec problème 4.13b). 
11.22. Soient Ô.,g et Ô,p *) les variations de coordonnées et d’im- 
pulsions liées à la transformation définie par ®,. Alors 


Î (q + 019, p + Ô1p) — 
= f(q, p)+M{Wi (a p), f (q, p}} + Ma (g, p). (1) 


*) Mentionnons, par exemple, la variation de l'impulsion à la précision 
jusqu’au second ordre près: 
0W:(q;, p) 9W;(a, p) ®W, (4, p) 9W; (g, p) 
DD a) APS, EUR ne PSE SE) CNT PL 
Le d : TIRE - a "| cpôg ôg 
18—0734 
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À chacun des termes du second membre de (1) appliquons ensuite la 
transformation définie par la fonction ®., 


f (4 + O1» P + Oa1P) = f + lo {Was F} + AW f} + 
+ Me (We, {W1, f}} + Mu + MPa (2) 


La transformation À’. (g, p) fournit l’adjonction supérieure au 
deuxième ordre de petitesse. Le résultat de l'application de cette 
transformation dans l’ordre inverse 


Î (Q + O129, P + Ou0P) = Ÿ + M {Wa f} + AW, f} + 
+ Anh {Was (We, Ï}} + Miqr + Age (3) 


ne diffère de (2) que par les termes de second ordre, proportionnels 
à ÀAÀ,. En Ôôtant (3) de (2), il vient 


Ale (We {Was F7 — Was (Wa, f}}) = Ado , {Was Wo}}. 


Aussi, en particulier, les déplacements AW — 6aP (voir problème 
11.16) sont-ils permutables, tandis que les rotations autour d’axes 
différents AW — ô® [rP] ne le sont pas. 

La proposition inverse de celle formulée au problème est-elle 
vraie? 

11.23. La transformation canonique avec paramètre variable À 
peut être assimilée à un « mouvement », où À joue le rôle de temps, 
tandis que W (q, p) celui de la fonction de Hamilton (comp. avec 
problème 11.16 c). Les équations du « mouvement » sont: 

dQ _8W(Q,P) dP 2W(Q,P) 

RP  * dùM  6Q 
Ces équations s’obtiennent facilement aussi de façon formelle à par- 
tir des résultats du problème 11.19. . | 

a) La variation infiniment petite des coordonnées et des impul- 
sions dans la transformation donnée prend la forme 


+. 
ôr=-{W,r}=-7 {Ma, r}= —[n, r] ôy, 


Ôp — . [n, pl 0, 
où M=Tfr, pl, n — _ > ÔP — _. . Cette transformation est 
une rotation du système de coordonnées d’angle ô® autour de la 


direction n. En dirigeant l’axe z suivant a, on obtient en définitive 
X = zxcosp—ysinp, YŸ —ycosp+zsine, Z—2z, 


ainsi que des formules analogues pour les composantes de l’impulsion. 
b) La variation infiniment petite des coordonnées et des impul- 
sions dans la transformation canonique définie par À, prend la forme 


Ôx — Px0®; Ôy = —pPy0P; ÔPx — — 109, ÔPy —}yôp, 
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où Ôp =. Cette transformation est une rotation d'angle +56 


dans le ee xp, et d'angle —ôœ dans le plan yp,. Donc 
X = zcosp+p,;sin®, Ÿ = y cos  — p, sin y, 
Px = —xsin q@ +p,cosp, Py — y sin p + p, cos y. 

De façon analogue, 4, (A3:3) définit la rotation d'angle @ (—) 
dans les plans xp, et yp+ (xy et PxPy) et A:, la rotation d'angle 4p 
dans les plans xp. et yp 

Toute rotation dans l "espace de phase est loin de constituer une 
transformation canonique. Par exemple, la rotation dans le plan 
xp, n'est pas une transformation canonique. 

Ii est intéressant de comparer le mouvement d’un oscillateur har- 
monique isotrope à deux dimensions (la fonction de Hamilton 


H — + A) avec le mouvement d’une particule dans le plan xy 


au sein d’un champ quelconque doué d’une symétrie axiale, U (x? + 
+ y?). Dans les deux cas les intégrales se réduisent au moment ciné- 
tique 24, dont la persistance est due à l’invariance du système re- 
lativement aux rotations autour de l’axe z. En ce qui concerne l’os- 
cillateur, il y a en outre les intégrales de mouvement À, et À,, dont 
la conservation est liée à la symétrie « discrète », l’invariance de la 
rotation de Hamilton relativement aux rotations dans l’espace de 
phase. Sous ce rapport l’oscillateur mime une particule dans un 
champ central tridimensionnel, possédant trois intégrales de mou- 
vement M x,y ge 

La présence d’intégrales de mouvement supplémentaires dans le 
cas de l’oscillateur implique que le point (x, y, p,, p,) se meut dans 
l’espace de phase sur une ligne fermée, tandis que la trajectoire de 
la particule au sein du champ U (x? + y?) « remplit » une surface de 
phase bidimensionnelle (voir [1], $ 50). 

11.24. a) Dans l’espace du momentum et de phase le volume dé- 
gagé ne varie pas dans le temps, tandis que dans l’espace de coordon- 
nées il « s’étale ». C’est ainsi que si à l’instant origine l’état du sys- 
tème est figuré par le rectangle ABCD (fig. 158), au bout du temps 
t il se transforme en parallélogramme A’B'C'D' (AD = A'D'}, la 


distance séparant sur l’axe x À’ de C” valant Ax = Ax, + Pur, 


Avec le temps, ce parallélogramme dégénère en une bande éroite 
de grande longueur. 

b) Si au point x — L est placé un mur, le volume de phase dégagé 
n’est déjà plus le parallélogramme AÀ’B'C D'et prend la forme repré- 
sentée sur la figure 159, a. Avec le temps le volume de phase initial 
se transforme en une série de bandes parallèles très étroites qui se 
distribueront de façon presque uniforme à l’intérieur des deux rec- 
tangles 0<xr<L, po < p < Po + Apo et OLXZ<E, —po — 
— Apo < PL — Po (fig. 159, b). 

18% 
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c) La trajectoire de phase d’un oscillateur d'énergie Æ et de pul- 
2E 


: à x? DD ES ; … 
sation © est une ellipse nr à RAR — { aux demi-axes a = €, 


b — VE . Tous les points du volume de phase ainsi dégagé évoluent 


: < si 21 ; à 
sur de telles ellipses et, après une période T — ——; reviennent à 


l'état initial. Les dimensions du « volume » dégagé en coordonnées 
Az et en impulsions Ap vibrent avec la pulsation 2. A la différence 


Fig. 198$ 
p £ 
: HI ht === — 
Pj4b > tdi — RRSORREe 
ne ue ————-=——%+ 
Lo ste _ Fp “= ——— ocre 
| 
| 
(7 A = — ed 
1/ 1L 
| | 
| 
RES re ee el 
Rene 
A 7 DR mes ae 
Pr AP; Po” AP 
a) b) 
Fig. 159 


du point précédent, il ne se produit pas ici d’étalement du volume 
de phase dégagé suivant. tout le domaine de l’espace de phase. 
d) Pour un oscillateur avec frottement (la force de frottement 


Frot = — 2mAX) 
x —= ae ht cos (ot + op), 


D = mx = — mae-M [o sin ot + p) + À cos (ot + p)], 
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les oscillations s’amortissant avec le temps, aussi la trajectoire de pha- 
se est une spirale 


a? maw 


ie + pre) e= 2h 


Le volume de phase dégagé diminue avec le temps jusqu’à zéro. La 
non-persistance du volume de phase s'explique ici par le fait que le 
système n’est pas canonique; pour le décrire complètement, il faut 


définir non seulement la fonction de Lagrange L — (2° — @ix?), 


mais également la fonction dissipative F = 7 ma (voir [1}, $ 25). 


Si, par contre, pour le système donné on choisit la « fonction de 
Lagrange » sous la forme 


pre . e2M (22 — 2x?) 


(comp. avec problème 4.17), alors le volume de phase ose se se 
conservera pour les variables canoniques correspondantes x et p’ 
ôL' 


=. , toutefois, dans ce cas l’impulsion généralisée p' — mre 


n’a ee comme précédemment, une signification physique simple. 

e) Etant donné que dans ce cas la période est fonction de l’éner- 
gie, le domaine dégagé de l'espace de phase s'étend dans le temps 
pour « remplir » en entier la région disponible de l’espace de phase 
(comp. avec le point b)). 

Admettons qu’on a dégagé au début la région x, x << Zo + At, 
Po <P << Po + Ap. Il est aisé d'apprécier le temps au bout duquel 
les particules les plus rapides effectueront une oscillation de plus 
(ou de moins) que les particules les plus lentes: 

T2 


aT PoNP 
TT AT» AT = AE, AE 


2A1 


dÙ (x) | 2 
ETS 


f) Soient NW particules pour lesquelles les points de l'espace de 
phase décrivant leur état se distribuent à l'instant origine avec la 
densité Vw (to, po, 0) en évoluant suivant les équations 


ZT = f (Zoe Por t); (1) 


D — @® (Lo) Po t). 
Dans ce cas 


Î (os Po; t) = Do To + D 4, P (to, Po: t) —= Do 
pour un mouvement libre et 


f (Co, Po; t) = = Lg COS 1 


® (To, Po t) = — Moro sin @t + po cos wt 
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pour des oscillateurs harmoniques. Dans ce cas le nombre de parti- 
cules de la région dégagée de l’espace de phase, dont tous les points 


S 
Î 
| 
[ 
<> 
| 
| 
| 
| 


S 
- — 
> | 


Fig. 161 


e 


évoluent suivant la même loi, demeure constant ; en particulier, 
pour un volume de phase infiniment petit dx dp,on a 


Nuw (x, p, t) dx dp = Nw (to, Pos 0) dtodpo- 


Selon le théorème de Liouville (voir [1], $ 46) 1, donc 


w (x, p, t) = w (to, Pos 0). (2) 
En exprimant x et p, sur la base de (1) 
To = f(&, ps —t),; Po — p(&; p, —t) 
et en portant dans (2), il vient 


w (tx, p, t) = w (f (x, p, —t), œ (x, p, —t), 0), 
soit 
exp[—a(x—X)2—$(x—X)(p—P)—7Yy(p—P}] 
2H A PoÂTo 9 


où X — (Xe, Po t), P = p(X», Po, t), tandis que les coefficients 
a, B, y des particules libres sont 


sn à t 1, 2 
| 2Azxà ? = mAx2 ? EE 24pè | 2m?Arè ? 


et pour les oscillateurs 


w (x, P) t) — 


2 


__ cos? ot , mo sin? ot __ cos? ot sin? Of 
__ 2Az 2ApP$ pe 2Ap}$ + 2m?02Ax8 ? 
dis e t mo 1 | 
Ÿ — Sin of COS OO ere 


Les figures 160, 161 représentent comment évoluent les régions 
de l’espace de phase pour lesquelles 2nxAx,Ap, w (x, p,t) >+ (pour 
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les particules libres et les oscillateurs respectivement). Ces régions 
sont des ellipses qui se déforment dans le temps *). Leurs centres 
se déplacent suivant la même loi (1) que les particules. En cas de 
mouvement libre cette ellipse s'étend indéfiniment, au cas d’oscil- 
lateurs elle ne fait que pulser. Remarquons que les distributions en 
coordonnées et en impulsions ne sont déjà plus indépendantes, 
(w (x, p, t) ne se sépare plus en deux facteurs de l’aspect 
w, (x, t) w, (p, t)). 

Il serait intéressant d'étudier la fonction de distribution en coor- 
données (indépendamment des valeurs de l’impulsion) 


O0 


w(x, = | w(x, p,t) dp 
et en impulsions 
w(p, t) = | DS DE, 


Ces distributions s'avèrent être celles de Gauss avec maximums en 
X et P respectivement : 


| 1 _(œ=x} 
7H (2: t) — nd . DAx2 | 
. n ET 
Ü A AP? 
(P ) Vv 2x Ap ' 


où pour un mouvement libre 


A 


Ax2 = Axé + ns 2, Ap?=Ap, 


et pour les oscillateurs 


Az? = Ari cos? œt + 


Apg …. 

2 
mo SL OÙ, 
Ap?= Ap? cos? ot + m'o2Ax5 sin? ot. 


11.25. a) {a*, a} = — i, H, = oa*a. 

b) Les variables P et Q sont canoniques, vu que {P, Q} — 1. 
De l'égalité dF = p (x, Q) dx — P (x, Q) dQ se déduit la fonction 
génératrice 


FG,0,0—= 5 mor? + — Q2e-2iot __; | 2m x Qe-iot. 


*) Si les échelles suivant les axes p et x sont choisies dans l’espace de phase 
des oscillateurs harmoniques de manière que mw = 1, les trajectoires des phases 
constituent des cercles, tandis que le domaine isolé de l’espace de phase est mis 
en rotation autour de l’origine des coordonnées sans se déformer. 
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La nouvelle fonction de Hamilton 
H,(Q, P)=H;+ 


c) En dégageant de 
- ( Qer tot _;petot )' 
V 2mo 


SE _ ) 0 


le terme —30?P?/2m°o? qui ne contient pas le temps, on obtient 
l'expression moyenne de la fonction de Hamilton 


(H° (Q, P)}= — 


Dans la suite, les crochets angulaires ( ), désignant l'effet de 
moyenne, sont négligés. 
Il est évident que —iQOP — | Q,  — | a |”? est une intégrale de 
mouvement. 
Les équations de Hamilton 
O=—ieQ, P=iep, e = 1 


4mo? L 


QuP?. 


_ 


d’où 
Q= Que, P=iQteit, 
de sorte que 
= 7 (Qe” io't + Qheiv’t) — x9 cos (@'É + p). 


L'influence de l’adjonction ôÔU se réduit à une variation de la 
pulsation 


Ne 


(comp. avec problème 8.1). 
d) La nouvelle fonction de Hamilton 


7 : s 1.4 _. . 
Qe iot _;p,iüt 14 PRO &iot 


H”" (©, F, t) — mo? = — } D) 
une fois la moyenne prise se réduit à > 
(H' (Q, P}}=+(Q"+ Pi). 


Pour la variable £ — — iQP — | a | ?, proportionnelle au carré de 
l'amplitude des oscillations, l’équation du mouvement est 


E—{H"), = — + (Pi Q). 
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Compte tenu de 


_. (Q*+ P4) — À = const, 
on obtient 


£2 — — 4 A2 + a2£i, 


Donc £ varie comme la coordonnée de la particule (de masse 
2 
égale à l'unité) plongée dans le champ V (£) — — + Et et dont 


l'énergie est —24? (comp. avec problème 1.2). En un temps fini 
l'amplitude croît jusqu’à une grandeur infinie (croissance dite ex- 
plosive de l’amplitude). 

Il va de soi que l’utilisation de la valeur moyenne de la fonction: 
de Hamilton n'est justifiable que pour &£ < oË, c'est-à-dire pour 
E € w/a. 

11.26. Introduisant les nouvelles variables 


MOT + iPx eiot 


= 
V 2mo 
mo L 
D oy +i Py eivet, 
Vire 
ç= O3 iPe ot 


V 2mo; 


(o@ = ©, + @3) et les impulsions canoniques conjuguées ia*, ib*, ic*. 
La nouvelle fonction de Hamilton dont on a pris la moyenne sur la 
période 21/o, 3 est: 


(H")=el|a{|?2+n(a*bc + at*c*), 


Œ 
ED, NE ere 
Les équations de mouvement 
a = —iea— inbc, 
b— — inac*, 
Ê= = inab* 


possèdent des intégrales *) 
YA, Feel Pes,, Relief cC: 


*) Les intégrales B et C sont appelées intégrales de Manly-Row. 
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L’équation 

| a [2= in (ab*e* — a*be) 
peut être représentée sous une forme commode à l'étude qualitative 
Er + V (E) = 0, 
où Ë = |a f, 
V (E)="(4 — &Ë)° — Anfé (B — Ë) (C — Ë). 
À l'instant origine c = 0, par suite, À = eC, B <C'et 
V (6) = (C — E)T(e* — 46) — An (c — B) (C — Ë). 


Sur la figure 162, a et b on a donné les graphiques de V (£) pour les 
cas de ge? '4n°C et e? > 4n°C. 

Dans le premier cas £ subit des oscillations et il se produit des bat- 
tements. L'énergie est périodiquement transmise de l’oscillateur x 


V e?<4p?e 
Ë ! 
a) V 

ne êm 
V4 Ee>47 € E 
\ 

A b) 

Fig. 162 Fig. 163 


aux oscillateurs y, z et inversement. Dans le second cas (c'est-à-dire 
pour un important « désaccord » & et des amplitudes initiales faibles) 
es oscillations y et z ne sont pas amorcées. 

Pour plus de détails voir [22]. 

11.27. a) (H')=elaF+n|al +n(a +a*?), où 


A: 


3p 
CU gars ee à 
b) Les équations de mouvement 


—a=i(e+2n | a |?) a+ 2ina*, 
a* = i(e + 2u | a |?) a* + 2ina 
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possèdent des solutions constantes 
2n —E€ 
= PE 
do — 0, | a; 2u 


Pour £ = | a | on obtient l'équation 


— 2in (a*2— a?). 


Compte tenu de ce que (H’') = 88 + pE? + n (a, + a*?) = 
— C — const, il vient | 


E2+V (6) =0, 
où V (E)—4n [(a*?+a2)?—4 | a |“]—4 (C— EË— pË2)2 — 16782. 
Dans le cas qui nous intéresse, selon les conditions initiales, la quan- 
tité C est petite. Dans la région 
de résonance | Ë | <2n le gra- P 
phique de V (£) (fig. 163) permet p 
de noter que Ë subit des oscil- 
lations dans l'intervalle de zéro / 


à Em 2 | a F> 
© Donc le passage au régime 
d’oscillations permanentes de 
£ — |a, |? (comp. avec pro- ( 
blème 8.7) ne peut être assuré 
que par un certain mécanisme 
dont on n’a pas tenu compte, 
par exemple, le frottement, et 
se prolonger assez longtemps. 
Soulignons que ce phénomène 
de transition est de la nature a) b) 
des battements et a lieu même F: 
: ig. 164 
au Cas d’un « désaccord » nul, 
£& — 0, se distinguant ainsi du 
phénomène transitoire des oscillations linéaires (voir problème 5.11). 
11.28. L'expression moyenne de la fonction de Hamilton 
: ; mo? k \ { h 
(H'(Q, P, 9) = H'(Q, P)=-(e—-5)o + (e +)? 
La quantité V Q? + P?/m?œ? est l’amplitude d'’oscillation. Les va- 
riables Q et P varient peu durant la période 2x/y. Cela s’ensuit im- 
médiatement des équations de Hamilton dont les paramètres € et 
h sont petits. | 
Sur le plan Q, P le point représentant l’état du système se meut 
suivant la ligne 1’ (Q, P) = C = const. La figure 164, a et b four- 
nit une famille de ces lignes pour le domaine de résonance paramé- 
trique | & | h/2 et son voisinage | 5 | > h/2. Dans le premier cas 
l’amplitude croît, en fin de compte, indéfiniment, dans le second, 
elle est soumise à des battements (comp. avec problème 8.8). 


Fa 
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$ 12. Équation de Hamilton-Jacobi 


12.2. Il est évident que la trajectoire est une courbe plane. Les 
variables de l'équation de Hamilton-Jacobi se séparent si l’on à 
recours aux coordonnées polaires dont l’axe polaire z est dirigé sui- 
vant a. L'intégrale complète de l’équation de Hamilton-Jacobi est 


S——Et+ | VB—2macos0 40 + | V2mE—Frar. (1) 
Pour préciser les signes de (1), SEOÉtonS des relations 
pm +)/2me— À (2) 
pe= mrib = + V B—2ma cos 0. (3) 
Sur le tronçon initial de la trajectoire r << 0, 80 (on suppose que 


la trajectoire passe au-dessus de l'axe z, fig. 165). Aussi devant le 
premier radical de (1) doit-on conserver le signe inférieur, tandis 


que devant le second, le signe supérieur. L'égalité S — B est l’équa- 
tion de la trajectoire 
8 r 
: d6 dr 
a —————— EE] — B. 4 
| V Ê—2ma cos 6 ue r? V2mE —B/r? & 


Les bornes inférieures des intégrales peuvent être choisies quelcon- 
ques tant que n’est pas déterminée la constante B. Avec le choix 
fait, à partir de la condition 0 — 0 pour r — oc, il faut que B = 0. 

La constante f-est l'intégrale de mouvement du problème donné 
et, en partant de (3), il vient $ — pé + 2ma cos 0. Elle s'exprime 
en fonction des paramètres de la particule pour r — oo et 8 — 0, 
c'est-à-dire jusqu’au choc, quand ps — mvp (p étant le paramètre 
d'impact), B — 2m (Ep? + a). 


Avec la variation de r de œ à r, =V À =}/ p? +- + , défini 
par la condition p,; = 0, 0 varie de zéro à 6,, tel que 


Om Tm 
a (5) 
V B— ma cos 8 r | r? V'2mE — Fr? 7. 


L'accroissement subséquent de 8 s'accompagne de l’augmentation de 
r. Dans ce cas p, change de signe. L'équation du tronçon LM de la 
trajectoire est 

6 


d0 é dr à 
= |) 6 
| V B—2ma cos 8 J , (6) 
Om Fe 
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1l est commode de récrire en additionnant (5) et (6): 


O0 


dû 


VB —2ma cos 6 “ler r? re B/r?2 n | r2 TRES G/r2 Tr. (7) 


Oaa—, Œ 


Pour r — o la trajectoire se rapproche asymptotiquement de la 
droite parallèle à ON. L’angle 6,,,, peut être obtenu de l'égalité 


6 a O0 
mp de = dr . D St 
| V B—2ma cos 0 | r2 V 2mE —B/r°? VA (8) 
0 1 
L'égalité = A détermine la dépendance r (t). En choisissant À 
de manière que r (0) = r,, il vient 
r=VorErE = V/ p+ 2e. (9) 


L'intégrale en r dans (4) et (7) se calcuie de façon élémentaire, tandis 
que celle par rapport à 0 se réduit à l'intégrale elliptique. 


7 
Û 
Z 
L 
x 
N / 
D Omaz / 8n 
» z 
2 
Fig. 165 Fig. 166 


Pour Ep? > a on peut développer l'expression sous l'intégrale 
ma a 


dans (4) et (7) en puissances + En À la précision du premier 


ordre près 


r sin0= rm (1— cos 8) (10) 


Eos 
(fig. 166). 

Dans cette approximation l'angle d’inclinaison de la vitesse de 
la particule après diffusion est nul. La raison en est dans le fait que 
l’action de la force sur les différents tronçons de la trajectoire (en 
approximation zéro c’est la droite K’M') est partielle, tandis qu’en 
première approximation elle est totalement compensée. 

12.3. a) Pour déterminer l’angle d’inclinaison de la particule, 
il faut développer en a/Ep°? dans (8) du problème 12.2 jusqu’au se- 
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cond ordre. On obtient l'équation 
- . 8 2 RE 
Omax + —g- Sin Omax ++ (+) (Bmax + 7 Sin 26max ) = 7 (1) 
m 


Lé # . « # + Q LE! 2 
En résolvant cette équation à la précision allant jusqu'à (+) » On 


S 


obtient *) l’angle d’inclinaison 


3 2 2 
= 7— Bmx = à a (7%) =3n (x) à (2} 
La section de diffusion est 
35ta d 
do = njdp, = ee. (3) 


La dépendance de x s'avère la même que dans le cas de diffusion 
sur de petits angles dans le champ y/r“, qui décroît beaucoup plus 


vite que U (r). . 
b) do — rb do 
SE * 


c) Au cas de Ep? € | b (6) |, on obtient pour tous les 6 au lieu 
de (10) du problème 12.2, à la précision du second ordre près 


0 
D=— {6(6) dB + + b2 (8) d0 — 
0 0 
arcsin 7 pour 0<0<6,,, 
_ n—arcsin 7. pour 0, <0<06,,,%. 
7 
Si] | (6) d0=x(b) 0, alors do= Te do. 


0 
| : VE VD 
Si, par contre, (b) = 0, alors do = SE HE do. 
12.4. a) Les variables dans l’équation de Hamilton-Jacobi se 
séparent si l’on choisit des coordonnées sphériques d’axe z parallèle à 


*) Cherchons 60,4% sous forme de O,ax—=600+601+60+..., où 6 — 
+ (+) 6. L'équation (1) dans l’approximation zéro donne @ç—x; en pre- 
mière approximation 0, ( ) sin 6p—0, d’où 6,—0; en seconde approxi- 


TB 


mation 


042 8, cos ++ ( s } (@0 n _ sin 209) —0, 


d’où s’ensuit (2). 
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a. Les impulsions généralisées sont: 
nr done dr 
Poe — mr? = + V6— ma cos 0 — pè/sin? 0, (1} 


Po = sd sin? 0 = const. 


La constante B — pé + + 2ma cos 6 s'obtient facilement en 


© 


— 0 


notant que Dé + —— = — M?, où M est le moment complet de la 


particule ; il est commode de le calculer pour r —> oc, 0 — x — «. 
(æ étant l’angle entre v, et a), c’est-à-dire avant la collision. Selon 
(1), la chute au centre n’est possible qu’à la condition que B << © 


ou 
p? << (a/E) cos «. (2) 


Donc la chute est possible si & << x/2; dans ce cas la section de. 

chute o = (na/E) cos &. La moyenne sur les directions probables de. 
r/2 
4 ( na : 
de | 7 COS a-2n sin «da — Te - 
0 

l'élément d’aire défini par la condition (2) soit un cercle dont le 
centre se trouve sur l’axe du faisceau de particules (bien que le champ 
ne soit pas symétrique par rapport à cet axe). 


en. | nR?4 cos à, acosa>>—#%R?, 
0, acosa<T— ER?, 


où « est l’angle entre v, et a. 

12.6. a) Utilisons les mêmes notations que dans le problème 
12.2. L'équation du tronçon initial de la trajectoire (r — ©, 0 — x} 
est : 


a est (0) — Il est intéressant que 


JT O0 
do -.. àr 
| V B—2ma cos 0 . r2 V 2mE —FR/r? ? G} 
de plus 
B = 2m (Ep? — à). (2) 


Dans le cas de 6 > 0 l'angle 8 décroïît avec la variation de r de 
© à mm; avec accroissement subséquent jusqu'à co. L'’équation du 
tronçon de trajectoire après la traversée de la distance minimale du 
centre est 


r 


nl 
| de __ 7 r 
V B—2ma cos 6 >? B +] 2 V2mE—B/r (3) 
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I1 est évident que pour Ep? ÿ> a l'équation de la trajectoire (1) et 
{3) coïncide avec celle de (11) du problème 12.2. 

Pour 8 << 0 la chute au centre du champ est possible (notons que 
selon (2) ne sont acceptables que les valeurs de $ Z — 2ma). Dans 
ce cas r décroît de façon monotone de æ à 0. L’angle 6 diminue de 


Fig. 167 


x. à 0, pour lequel ps devient nul {tronçon AB de la trajectoire, 
fig. 167). De plus, 8 — 2ma cos 0, — 0. Ensuite, l’angle croît jus- 
qu'à 21 — 6, (tronçon BC de la trajectoire) 


(ee) al () 
r? AVES rl “ V P—2ma cos Ô _ cos 8 yes V B—2ma cos 6 — cos Ô (4 


pi 


Au point C l'impulsion ps change de nouveau de signe et 8 di- 
minue jusqu'à la valeur de 8, au point D, puis croît de nouveau, etc. 
L'équation de la trajectoire entière peut s’écrire sous la forme 


co TH LA 
dr y qu a8 dû 
| r2V2mE—f$r? LÉ | V B—2ma cos Ô ” V B—2ma cos à 
Li 1 
(5) 


(n= 0; 1; 2,3): 


À une valeur de 8 (86, << 8 << 2n — 6.) correspond une infinité 
de valeurs de r (n peut prendre toute valeur entière non négative, car 
l'intégrale du premier membre de (5) pour r — 0 s'accroît indéfini- 
ment). Donc la particule effectue un nombre infini d’oscillations 
entre les droites BD et CE avant de chuter au centre. 

Au cas de petits paramètres d'impact Ep? € a, on a : —8< 1, 


de sorte que dans (5) on peut à cos 6 substituer —1 + — = (x — 6}. 
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Et il vient alors *) 


= 1— V/ 2 sin a Arsh { 1y2)1 (6) 


La loi de mouvement r (+) se définit de la même façon qu’au pro- 
blème 12.2. Si $f >0, c’est la loi définie par la formule (9) du problème 
12.2 qui s'applique. Si 6 << 0, on a alors 

r (t)=v VE, v=V2Em, —o<t<1t=V|B|/2E, (7) 


la chute s’effectuant à l'instant de temps «. 
b) SiBf=>0 (Æp?> a), il vient 


ELA sn: Pn 
d0 … arcsin te. ; 8, T 6 T I, 
ë V'1+ (sin 6) 


n— arcsin , min LO<O». 
Si B<O (ÆEp?<a), il vient 


CO 


TT ($) 02 9 ü 
(| + | +2] rer (er: 


res 


où L est le nombre d’oscillations complètes sur l’angle (de 0, à @, 
et inversement) accomplies par la particule, les signes (+) corres- 


a) b) 
Fig. 168 


pondant aux mouvements à l’encontre (ou suivant) les aïiguiiles 
d’une montre (fig. 168, a) 

: 2 Ep? 

0, — — arcsin ÉÆ., 6, — _ 


*) Arshr—In (x+ V 1+x?). 
1/9 19—0734 
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Si f—0 (Ep?—a), 


(sr) 


p TT 
= Rx —;, — — <O< 7. 
8 
La particule se meut sur la trajectoire de la figure 168, b, la loi de 
mouvement étant r — _V 224 (& << 0, la chute s’effectuant pour 
t = 0). 


12.7. Pour l'intégrale complète de l'équation Hamilton-Jacobi 
voir [1], $ 48. Les impulsions généralisées sont celles du problème 
12.4a. La chute au centre est possible si B — 2m (Ep? — a cos &) < 
<< 0 (condition notoirement remplie pour &? << 2£Ep°/x & 1). 

Les équations de la trajectoire 

) Po dd 


p=æ+ | | (1) 
sin 20 V8 2ma cos se 0 
r= + ro sh | Vs ; (2) 
} B—2ma cos 0 — Sin 0 
= |f|/2mE 


ne peuvent dans le cas général donner, après intégration, des fonctions 
élémentaires. Toutefois la description qualitative s'obtient aisé- 
ment en remarquant que l'équation (1) reliant mutuellement les 
angles 6 et p, à la précision des notations près, coïncide avec l’équa- 
tion de la trajectoire d’un pendule sphérique (voir [1], $ 14, problè- 
me 1). Aussi la particule se meut-elle de manière que le point d’in- 
tersection de son rayon vecteur avec la surface de la sphère de rayon L 
décrive! une courbe identique à celle du pendule sphérique de lon- 


p 


plongé dans 


le champ de gravité g — — He Cette courbe s'insère entre deux 


cercles « parallèles » de la sphère 6 = 6, et 6 — 0. 
Au cas où &? << 2Ep°/a € 1 les équations (1) et (2) sont facile- 
ment intégrables 


PE ma ro a? 
0—1—} (e— &) cos (2 TT Arsh — D\+e+s, 
Se  , E —= EP. (3) 
V ++ (2e — &?) cos 2 a 


II découle de (3) que la particule, en chutant au centre, se meut entre 
deux surfaces coniques 6, < 6 << 6, en pivotant autour de l’axe z, 
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une rotation complète autour de l’axe z correspondant à deux oscil- 
lations complètes d'angle 6. Pour un pendule sphérique, la trajectoire 
est fermée dans cette approximation (constitue une ellipse). 

12.8. a) L’équation de là trajectoire d’un mouvement fini (en 
l’absence de chute au centre) 


plr = 1 + e cos j (8), (1) 
où 
p=—+., e=/ 142%, 1O= | — — a 


2ma 
4 — cos 0 
v1-# 


les constantes £ et B satisfaisant aux inégalités E << 0, 6 >0. 


Fig. 169 Fig. 170 


Si 0 << $ << 2ma, l'orbite « remplit » la région ABCDEF (fig. 169) : 
0,<0<06,, 0, = arcsin Sn 0, = 21 — 0,, 
c’est-à-dire se rapproche aussi près que l’on veut de tout point de 
cette région. 
Si B— 2ma, 


PESESET li,2—= 


(8)= y 2 Intg (8/4)+C: (2) 


et la trajectoire se place à l’intérieur de l’anneau r, < r < r, (fig. 170) 
Si f > 2ma, la trajectoire remplit l'anneau r, < r < r,. En par- 
ticulier, si f > 2ma, 


f(0)=46 sin 0472042624 Ce, @) 


où € — ma/f. C'est une ellipse en précession faiblement déformée, 
dont la déformation est fonction de son orientation. L’équation (3) 
est applicable également dans le cas de 8 > &-2. Il est intéressant de 
comparer ce résultat avec celui du problème 2.24. 

12.10. Les variables de l’équation de Hamilton-J acobi se séparent 
si l’on fait passer l’axe z suivant le vecteur a (voir [1], $ 48, formule 


19% 
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dr 


CRE 
V'E-t-; À 
pour f$ > O est le même que celui d'une particule dans un champ 
coulombien — «/r de moment $ et d'énergie Æ. Pour f << 0 la par- 


ES 
ÔLo 


m_ 
2 


(48.9)). Le mouvement suivant le rayon i— V4 


—— 
— 


ticule chute au centre. Les équations de la trajectoire sont : 


— Const, _. — const. La première de ces dernières 
F Po d0 
o=+ | 

sin? 0 Ve cos Q——+— 
coïncide avec l'équation de la trajectoire d’un pendule sphérique 
d'énergie f/2ml°? et de moment M, — p, das un champ de gravité 
g = — a/mi (voir [1], $ 14, problème 1). La seconde équation éta- 
blit la relation entreret 6. L’ analyse de cette équation peut également 
se faire en recourant à l’analogie du pendule sphérique. 

12.11. a) |M,]< V mb72. 

b) Le mouvement fini est possible pour un M, quelconque. 

12.12. b) L'intégrale complète de Hamilton-Jacobi (voir [1], $ 48, 
problème 1) est 


S——Et+pop+ | ps(E) dë+ | pa (m) dn, 


ou 
n=+V LEE), DO HR Le 
Phi 0 ma — F 
Ps + (EU), U(n= RE n 


La trajectoire et la loi de mouvement se déterminent par les équa- 
tions 


1 LG 2 
F=B, nt SE — À 


c’est-à-dire 
__d  _[ _dn __ Po f dé Po ( _dn 
| Epe © | nee en | en @ | rm — C 
m i 
—t+F+ | te je ne () 


Pour l'étude de la nature du mouvement il est nécessaire de fixer 
les régions des valeurs admissibles de Ë et n pour £, p,, B donnés. 
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La figure 171 fournit les graphiques des énergies potentielles effi- 
caces Us (£) et Un (n). 

Si F — 0, pour —ma< fB << ma (voir courbes a) et E < 0 le 
mouvement en £ comme en n est fini, pour Æ£ > 0, ce dernier est 
infini. Avec l'apparition d’une petite force F = 0 le graphique 


Cymin 


Fig. 171 


Uz (£) atteste un maximum (voir courbes b); au cas de Urmin < 
<< E << Uymax le mouvement continue à demeurer fini. Dans le 
« plan 6z » le mouvement est limité par le domaine E SE < E,, 


Fig. 172 


M LIN <L N (ig. 172); quant au plan pz, il pivote autour de l’axe 


z à la vitesse angulaire ®. La trajectoire remplit la région de l’espace 
engendrée par la rotation de la figure ABCD autour de l’axe z (voir 
aussi problème 2.36). Pour Uzmax << Æ le mouvement est infini. 

Avec l’accroissement. de F la grandeur U:,,, diminue, tandis 
que ÜUrmin augmente. Quand il s'avérera que UÜrmax << Unmin: le 


mouvement fini devient impossible (pour $ << — ma + À (Fmp)"/3 
les extrémums de U+£ (£) disparaissent en général). 
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12.13. En coordonnées elliptiques, p—0o J/ (£2—1)(1—"?), 
Z2—0EN, 0 — V b2— a2, le potentiel 
U — oo pour 6 > Eo—0/0, 
0 pour 5 < 6 


ne dépend que de £& et les variables dans l'équation de Hamilton- 
Jacobi se séparent (voir [1], $ 48). 

Le domaine des valeurs inaccessibles de n se définit par la con- 
dition 

2mo?E — B/(1 — n)<0 ou [n|>|cos a |. 

Bref, le mouvement s'effectue dans la région | n | < | cos & |, 
1 <' E < Ë, (domaine hachuré sur fig. 173). 

12.14. Les variables dans l’équation de Hamilton-Jacobi se 
séparent en coordonnées elliptiques (voir [1], $’48, problème 2 pour 


y 
Fig. 173 Fig. 174 
Gi — — &3 — à). Pour une particule lancée de l’infini sur l'axe z 
la constante $f = — 2mEp? + 4mao, où p est le paramètre d'impact. 


Pour $ << 0 la trajectoire ne diffère pas qualitativement de celle 
de la particule diffusée dans le champ d’un dipôle ponctuel (voir 
problème 12.6 b). 

Pour $ >> 0 la particule chute sur le dipôle (c’est-à-dire traverse 
dans son mouvement le tronçon O,0,), puis repart à l'infini. Si, de 
plus, pa (n1) = 0 quand n, 0, la particule parcourt une région 
limitée par l’hyperbole n = n, (fig. 174). 

© 12.15. Dans l'équation de Hamilton-Jacobi 


oS 1 aS \2 OS \2 14 08 e à 
tam LS) +057) + te #or) ]=0 (1 
c'est le temps et l’angle @ qui se séparent: 


S—=—Et+p,p +S(r, 2). (2) 


En n’étudiant, ensuite, que les trajectoires coupant l'axe z, posons 
ie ra Je par 
Po — 0. Comme on n'arrive pas à séparer les variables r et z dans 
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l'équation, on recherchera son intégrale de façon approchée sous for- 
me de développement en r: 


Fr, 2 = 80 ()-+rp (+56 (0 +. (3) 
Comme l'impulsion radiale 
Pr = (2) + ro (2) + … (4) 


de la particule lancée sur l’axe z (pour r = 0) est nulle, on a pour le 
faisceau de particules étudiées 1 (z) — 0. En portant (3) dans (1) 
et en égalant les coefficients des r de même puissance, il vient (comp. 
avec [2], $ 56, problème 2) 


So (2) = pz; (5) 
po" (2) +024 SE? (7) — 0. (6) 


En dehors de la lentille (pour |z| =a, & (2) = 0), il s'ensuit de 
(6) que 


7 _ 
6 (z) = ec pour Z2<T—4a, (7) 
____pP 
O (z) — PR pour Z2>a4. (8) 
Les équations des trajectoires 
4 _ pr? _ 
01,2 2(2+ C1, 2) #4 : (9) 
sont les équations des droites coupant l'axe z aux points —C;,, *), 
c'est-à-dire z9 = —Cy, 21 = —C,. De (6), il vient 


a 
e 


po (a)— po (—a)+ | odi+- | GE2(:) di —0. (10) 


—Q 


Puisque |%1 | © à, il s'ensuit de (7), (8) que 
G(+a)=—-{—, (11) 


21, 0 
(44 


Evaluons | 62 dz. Selon (6) o(z) est une fonction monotone. Donc 
—ü 


a 
À dr < — 


2ap? 
= € p5 (+ a). 
1, 0 
a 
*) Avec z voisins de C1,2, O —> ©, de sorte que le développement de (3) 
n’est plus applicable. Cependant, les équations des trajectoires (9) restent vraies 
dans ce domaine, 
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Il vient donc de (10) que 


1 1 
++ | H(2)di= + (12) 


La condition |z6,,| à a est en fait remplie si a ES. 


12.16. Les points de focalisation sont: 
Mzn = t£ ( arctg Xzo + +) , 


Suivant la grandeur de 4? = 1 + (eX{/2cxp)°, on obtient un ou plu- 
sieurs points de focalisation. 
12.17. 


S (g, do: d, to) = f (g, œ (g, Go» ?, Lo); t) — (Go: œ (g, Go Î, to) to)» 


où f(q, æ, t) est l'intégrale complète de l'équation de Hamilton- 
Jacobi, tandis que la dépendance « (q, Go, t, to) est déterminée par 
l'équation (le système d’équations au cas de plusieurs degrés de li- 
berté) | 


ôf (ga, @ t) __ 6f (go @ to) 
107 oc 


$ 13. Invariants adiabatiques 


13.1. El = const. 

13.2. La figure 175, c fournit le graphique 7 = vi. La grandeur 
vi oscille autour d’une valeur à peu près constante ” l’amplitude 
des oscillations présentant une valeur relative cs + . L’écarte- 
ment de (vi) de la valeur constante est de l’ordre de petitesse supé- 
rieur 


SG = Ë. 


13.3. h= g-1/3. 
13.4. à) E=—A(1— er) 
mt 
œl 
b) E=—Ufi--): 
c) E=al 20e — : 


o E=[V avr (+2 r (2). 
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13.5. h — sin2/3 a. 
13.6. a — sin-t/# @. 


13.7. 7=teive lr (sin Re) — cos À K (sin +) |. | 


13.8. Désignons par x et XÀ les coordonnées des particules m et 
M lues à partir du point ©. Le mouvement de la particule légère 
peut être assimilé de façon approchée à un 
mouvement s’effectuant entre deux murs 4 
dont l’un est mobile. La condition 


21 SIX| (1) | 
étant remplie, le produit moyen sur la - a) 
période | x | X = C'(voir problème 13.2) 


reste en valeur. En éliminant x de la loi 
de conservation de l'énergie 

mx? MX? 
EE 
on trouve que l'influence de la particule 
légère sur le mouvement de la particule 
lourde équivaut à l'apparition de l'énergie 


2 
potentielle U(X)—3%. De l'équa- c) 
7 | Fig. 175 
tion 7 + U(X) = E on'tire la loi : e 
me? 


de mouvement X — (= r)e, Les constantes Æ£, C 


2E 
et t peuvent être définies sur la base des valeurs initiales X, X et x 
(indépendantes de x (0)). Au cas où la condition (1) cesse d’être sa- 
tisfaite, la résolution proposée est inapplicable. 

Cette approximation (dite adiabatique) est d’une large applica- 
tion, par exemple, dans la théorie des molécules. 

13.9. Désignons les coordonnées des particules lourdes par X,:, 
et de la particule légère par x. Pour X, x < X, l'énergie poten- 
tielle est Es à 

U=(—X;)f+(X2—2) f = (X: — Xi) f. 


Aussi la particule légère se déplace-t-elle librement entre les lourdes 


et on a \z |(X, — X,) — C — const (voir problème précédent). 
Ce fait pris en compte, on tire de la loi de conservation de l'énergie, 
appliquée au mouvement relatif des particules lourdes, que 


M + C? 
TX+ ST +IXSE. 


20—0734 
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2 
En décomposant Uerf (X) — a + fX au voisinage de X, — 


= (mC?/f)"$, on obtient la pulsation des petites oscillations de 
l’« ion » 


oz 20" (Ko) _ _6f 
13.10. Dans les équations pour P et Q 


Q=w+sin2Q, P=——P.cos 2Q 


développons la pulsation en série par rapport à t. En se limitant aux 
9 corrections du premier ordre, on obtient 


Q = (@ot + P)+ do? + 
t a 
a) re | sin 20 (t) dt, (1) 
Pp 0 : 
P=P, (1-2 | cos 20), (2 
A 0 


où &@, et ® sont les valeurs de la pulsa- 
tion et de sa dérivée à l’instant #, = 0, 


de plus © = E202 et ë € 1. 
Fe ee Q et l'amplitude A— 
2e —— du mouvement perturbé dif- 


fèrent latisement peu de leurs valeurs 
non perturbées Q@—wo#t+®p et À, — 


0 
beaucoup plus grands que la période des oscillations 2x/« (fig. 176). 
Etant donné que pour les instants t — 1/eo, le second terme de 
(1) est de l’ordre de l’unité et le troisième de l’ordre de &, il s’avère 
que 


Q= voit +p+5 0, P=P 


Mais une telle variation de phase impliquera qu’en variables p, q 
le mouvement perturbé 


. 
q (#)= 40008 (œit+p++ ot?) 
différera sensiblement du mouvement non perturbé 
Go (t) = À Cos (@ot + Y), 
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de sorte que la différence 
q (t) — Go (t) — Go (). 


En tâchant de construire la théorie des perturbations pour les 
variables q et p, on obtient en guise de correction du premier ordre 
g, (t) l’équation 


d + @igi = — 26000tA0 COS (wpt + p) 


avec une force de résonance croissant dans le temps. Aussi la solution 
obtenue dans une telle théorie n'est-elle vraie que pour des petits 
laps de temps de l’ordre de quelques périodes d’oscillations 
| 25 
@p L €O9 | 


à d 
13.12. 1 (1 (0)+ CL Ür (4) sin ot dt {x (0) — Co | x 
ts 


mo? 


X 


Os + 


l | 
F (t) cos ot dt+ | | F (t) eïot dt É 
0 


Donc si la force varie lentement, Z (t) oscille près de Z (0). SE 
F (t)— const pour £— oo, la variation complète de l’invariant 
adiabatique Z (oo) — Z (0) peut être très petite (voir problème 
9.18). 


13.13. PV° = const. 
13.14. a) E= (5 ïi He ES 2 + , OÙ à, b, c sont les longueurs 


des arêtes du parallélépipède, tandis que 7, — const. Les valeurs 
absolues des projections de la vitesse sur chacune des arêtes se 
conservent. 

13.15. Les variables se séparent en coordonnées sphériques. Le 
moment cinétique M se conserve rigoureusement (7, est en outre 
un invariant adiabatique correspondant à l’angle œ). L’invariant. 
adiabatique du mouvement radial est 


R | 
4 M? 
Tmin 


La dépendance de Æ (R) peut être obtenue sans le calcul de l’inté- 
grale (1). La substitution r — Rx donne 


= Lf V/ 2mER2 © 


Xmin 


I, (ER?, M), (2) 


20* 
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d’où il s'ensuit que ER? — const. Aussi pour l’angle d'incidence on 
: 


.  Fmin M EL 
Sin @ — SN - HR VE R — const. 
2 
13.16. à) Ewy?2-"; b) Evmyti. 
Lu ôU à 
: 
13.17. 8E=(U)=+ | TES 
"min 2mr? u} 


13.18. E — 7,9, +1,Q, (notations du problème 6.5 à). La tra- 


jectoire remplit le rectangle |Q. IS V 2407, |[QI<V LS. 
Les conditions de l’applicabilité de la ne des invariants adia- 
batiques sont : . 


Q, ce Q?, Q, ce Q,Q, (à = À, 2). 


En dehors de la région de dégénérescence ces conditions se ramènent 
aux mêmes conditions que celles imposées à &w, (t). Dans la région 
de dégénérescence ( | ©! — CE | — a) la seconde condition s’avère 


plus rigoureuse et fournit @ < «a (la région de dégénérescence est 
traversée en un temps beaucoup plus grand que la période des batte- 
ments). 

13.19. En l’absence de la liaison axy le système se scinde en 


deux oscillateurs indépendants de coordonnées x et y. Les invariants 
adiabatiques correspondants sont 7, — Ex dy = 2, où E,et E, 
1 ! @2 


sont les énergies de ces oscillateurs. 

Si l’on tient compte de la liaison, le système peut être ramené 
à deux oscillateurs indépendants de coordonnées Q, et Q.. Si la fré- 
quence varie de façon suffisamment lente, les égalités 


E 
L=gi et = 


se conservent. 

A l'extérieur du domaine de dégénérescence les oscillations na- 
turelles sont très localisées, à savoir, pour &, << w, Q: = 2, Q,= y, 
tandis que pour &, > &@, Q, = <+y, Q, = —x. Il s'avère donc que 
pour y <T @: Lu = Î;, Î, = 1,, tandis que pour @; <C @y, ON à, 
au contraire, 1, = 1, et 1, — I, (fig. 177). 

Donnons en une illustration en recourant à l'exemple suivant. 
Deux pendules, dont l’une des longueurs peut varier, sont liés par 
un ressort de faible rigidité (fig. 178). Au cas d’une importante dif- 
férence entre les longueurs des pendules let Z les oscillations natu- 
relles coïncident à peu près avec les oscillations de l’un des deux 
pendules. 


$ 13. INVARIANTS ADIABATIQUES 301 


Supposons qu’à l’origine le pendule AB oscille avec une ampli- 
tude @,, l'amplitude du pendule CD demeurant très petite. L dimi- 
nuant, l’amplitude des oscillations du pendule CD reste petite, tant 
que sa longueur ne s’égalise à Z. Pour L & ! son amplitude grandit 
(et pour { — L les deux pendules oscilleront en opposition de phase 


Po 


V2? 


avec des amplitudes égales valant | . Si Z continue à diminuer, on 


Fig. 177 Fig. 178 


constate que presque toute l’énergie passe au pendule CD, son am- 


plitude devenant égale à p, — Po( + )%, comme dans le cas de pen- 
dule isolé. 
Avec la traversée relativement rapide de la région de dégénéres- 


cence O, > «, il ne s’observe pas de tel pompage d'énergie entre les 


oscillateurs. Si, en outre, @, € &°, ©, € œ,01, 1, et I, se conservent. 
13.20. Des équations de mouvement 


2 + &?r + Dry — 0, (1) 
Y+ og + Bx2 —0 (2) 


il est aisé de déduire que la liaison des oscillateurs implique un sen- 
sible transfert d'énergie au cas où 20, & ©. | 


Soit x — a (it) cos (œ@it + p), y = b'{t) cos (ot + D). Si a > b, 
le terme fr? — 7 Pa? + pa cos (2®, + 29) joue dans (2) le 
rôle de force imposée entraînant l'accroissement de résonance de y. 
Si, par contre, a € b, le terme 2fxy — 28bzx cos (w,t + w) conduit 
dans (1) à l’intensification paramétrique d'’oscillations x. L'étude 
détaillée des systèmes (1) et (2) est faite dans le problème 8.10. 

Le domaine d'interaction de résonance est: | 20, — ©, | Z 
£ Bbo;". 

Une forte interaction de résonance des oscillateurs a généralement 
lieu pour ñ&, — m&,, où n et m sont des entiers. Toutefois, les gam- 
mes de fréquences où s’observent ces résonances pour des nr et m 
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suffisamment grands sont très petites (voir [1], $ 29). Aussi est-il 
possible de négliger leur action sur le mouvement des oscillateurs 


quand ©, ne sont pas trop petits (bien que suffisamment petits pour 
pouvoir recourir à la théorie des invariants adiabatiques). 
13.21. Soit une particule se mouvant dans le plan xy sous un 


petit angle par rapport à l'axe y (| x | | y |) et qui se réfléchit sur 
l’axe x et sur la courbe y, (x) (fig. 179). 

ÿ Si l’on admet que la loi de mouve- 
UC) ment dans la direction de l'axe x est 

connue, on peut alors étudier le mouve- 

ment dans la direction de l’axe y en as- 
similant x (f) à un paramètre variant len- 
tement. L’invariant adiabatique 4 Pydy — 
Fig. 179 = 2 [py.l'Yo (x) — 2xl se conserve, cette 
égalité déterminant la dépendance Py (&). 
Pour déterminer x (t), on peut recourir à la loi de conservation de 


l'énergie m?2x2+p;(x)—2mE£E. La distance minimale Zmin Se 
détermine à partir de la condition p} (tmin) = 2nE. En portant 
Yo(x) = zctga, Qnl = 2 V?2mE Litg a cos y, il vient Æmin — 
— | COS Do. 

La résolution du problème par la méthode des réflexions est vi- 
sualisée de façon évidente sur la figure 180. Cette méthode fournit 


Fig. 180 Fig. 181 


une solution précise convenant pour tous angles & et ®,, toutefois, 
elle ne peut être étendue au cas où y, (x) n’est pas une droite. 
13.22. te ar, —tgop, T — __ : 
av y cos 2 
13.23. a) Le problème du mouvement de la particule dans un 
champ magnétique au cas du choix mentionné du potentiel vecteur 
se ramène au problème du mouvement de l’oscillateur harmonique 
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{voir problème 10.7). L’invariant adiabatique est 


E — p°/2m 0 
un 2,4 
Î — à D = © SA GE, 
x cmv | 1e Le . L 
OÙ A——— est le rayon de l’orbite de la particule (voir [2], 


$ 21). 
:_ La relation 7 = na?G£ autorise une interprétation simple: le 
rayon de l’orbite varie de façon que le flux du champ magnétique 
à travers l'élément de surface qui l’entoure demeure constant. La 


distance séparant le centre de l’orbite du plan yz vaut x, — . et 


diminue avec l'accroissement de K. 

L'amorçage de la dérive des orbites est en DE avec l’appari- 
tion du champ électrique £ =— = = (0; — — , 2 SE , Ü) engendrée 
par la variation du champ magnétique (Comp: avec [2], $ 22). 

Les vecteurs du champ électrique $ et de la vitesse vas pour les 
positions variées de l’orbite de la particule sont donnés sur la figure 
181. 


b) La fonction de Hamilton en coordonnées cylindriques est : 


p? p} 4 … € 2 
HR De +5 ( P 2 ; ) 


P. et po sont les intégrales de mouvement. 
L’invariant adiabatique du mouvement radial 


Tmin 


= | V/2mEi + (» me 2) ar 


Tmax 


après la substitution r —c£-1?{ prend la forme 
Cmax 


JV met (ne) ant (pe 2)” 


b 
Émin 
Donc E,/38 — const, c’est-à-dire que l’énergie du mouvement 
transversal varie de la même façon qu’au point a). La distance du 
centre de l'orbite de l’origine des coordonnées est: 
re == Tmax t'min _ Cmax + Cmin à 1 
 — — —;, 
2 2V & V & 
*) Il est remarquable que J, est en fait indépendant de p, quandp, > 0. 
ôlr 
En effet, 5Pq est la variation de l'angle Ag durant une oscillation radiale, tandis 


que pour po ee 0 l'origine des coordonnées est située en dehors de la trajectoire 
{voir fig. 98, b) et, par suite, Ag — 0. 
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Avec l’accroissement de & le centre de l'orbite se rapproche de l’ori- 


gine des coordonnées (fig. 182). 
Avec la variation de € un champ électrique est amorcé 


Eo=—-5 SH, E,=8,=0, 


dont les lignes de force constituent des cercles fermés. 

Dans des conditions réelles un champ magnétique uniforme ne 
peut se créer que dans un domaine limité de l’espace. Le champ élec- 
trique amorcé avec la variation du champ magnétique dépend forte- 


6 


Vdér U dés é 


Fig. 182 


ment de la forme de ce domaine et des.conditions à sa frontière (voir 
[21, $ 21). Par exemple, le champ étudié au point a) se crée au voi- 
sinage du plan conducteur de courant, au cas de b) au sein d’un solé- 
noïde *). 

La forte dépendance de la nature du mouvement de la particule 
du champ £ peu intense, même au cas de K infiniment petits, est due 
à la dégénérescence (au cas de — const les périodes de mouvement 
suivant les deux coordonnées x, y ou r, @ coïncident). 

Notons que la quantité E ,/S£ est l’invariant adiabatique dans les 
deux cas. On peut montrer que ce résultat est indépendant du choix 


de A (voir [21], $ 21; [8], $ 25). 
13.24. Après avoir choisi le potentiel vecteur sous la forme 


Ay = 35 (t, Ar = 4, = 0, (1) 
on‘obtient les invariants adiabatiques 
Î =, To = Po 
émax 
L=+ | VERRE SI, (per C). (2) 
min 


*) La variation du champ électrique reliée à celle du choix de A ne s’obser- 
verait pas si, simultanément, on avait modifié le potentiel scalaire de la gran- 


deur 5 ay (transformation de jauge). 
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: 2mE , +eët py/c 


Vo t(eé/Im} 
Donc 


Eve, Ei+p V o+(5e). (3) 


Le potentiel vecteur (1) définit le champ magnétique symétrique 
par rapport à l’axe z passant par le centre de l’oscillateur. 
Pour un autre choix de A 


Ax=A,=0, A, = 2#(t) (4) 


on est en fait mis en présence d’un autre problème physique. Les 
fonctions de Lagrange dans ces deux problèmes diffèrent de 


d e ARE 


autrement dit, cette différence, si l’on élimine dans (5) la dérivée 
totale par rapport au temps négligeable, est très petite. 

Dans le problème précédent, où le mouvement était dégénéré, 
c'est justement l'apparition de cette adjonction qui a entraîné une 
variation radicale de la direction et de la vitesse de la dérive de 
l'orbite. Dans le cas considéré le mouvement de l’oscillateur pour 
J£ = const n’est pas dégénéré et l’adjonction peut être laissée de 
côté (comp. avec problème 13.19). Aussi les relations (3) sont-elles 
valables également pour un autre choix de A. Avec la traversée du 
domaine de dégénérescence (N = 0) les relations (3) ne jouent que 
pour un champ à symétrie axiale (1). Le comportement de l’oscilla- 
teur, par exemple, dans le champ (4) au cours du passage de X par 
la valeur zéro exige par contre des études complémentaires. 

135.25. a) A l’aide de transformations canoniques on peut réduire 
la fonction de Hamilton à une somme de deux oscillateurs indépen- 
dants (pour X, Ÿ ; voir problème 11.9). Les invariants adiabatiques 
sont les rapports de l'énergie de chacun de ces oscillateurs à leurs 
pulsations. 

Rappelons que les oscillations de chacun d’eux constituent des 
mouvements sur une ellipse (voir problème 6.36). Exprimés, par 
exemple, en fonction de l’amplitude d'’oscillations 4, suivant l’axe 
zx, les invariants adiabatiques valent : 


4 _ 22 22 
ma? Qi — foi + N2o to 
20 Q3 — 


T1 = (k=—1, 2). 


Après changement des paramètres du système à la nouvelle fonc- 
tion de Hamilton s'ajoute aussi une dérivée partielle de la fonction 
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génératrice par rapport au temps valant *) À (moXY + Px Py/mo:). 


Cet appoint est faible (À € Q,) et on peut ne pas en tenir compte à 
moins que les pulsations propres ne coïncident (comp. avec problè- 
me 13.19). Le cas de dégénérescence pour ©, — @, et un champ ma- 
gnétique s’annulant exige des études spéciales. 

Pour un autre choix du potentiel vecteur conduisant au même 
. | rie 7. 1 OA 
champ magnétique mais un champ électrique différent & — — RTS 
les invariants adiabatiques s'avèrent les mêmes (toujours à l’excep- 
tion du cas ©, = ®,, Y = 0). 

Si ©, — &,, un autre choix d’invariants adiabatiques s'avère 
également possible (voir problème précédent). 


b) Soit pour plus de netteté w, >> «,. Le mouvement s'effectue sur 


un cercle de rayon a V2 


à la pulsatio® w, quant au centre 


de l’ellipse il se déplace sur une ellipse aux demi-axes parallèles aux 
axes x et y et valant 


bo, V © 0 b V où 
Vo (@?+ 0) V of+0} 
dont la pulsation est w,0,/0%. 
” €) Les oscillations s’effectueront presque sur l’axe y; son ampli- 


tude croîtra V &,/w, fois (comp. avec problème 13.19). 

13.27, a) Le mouvement de la particule dans le plan xy se réa- 
lise sous l'effet d'un champ magnétique (par suite d’un déplacement 
suivant l’axe z) variant lentement. Dans ce cas l’invariant adiabati- 


que JE, ES 
de conservation dé l'énergie on tire 


se conserve (voir problème 13.23). De la loi 


. _ 
Le pe ere (2) 


mc 


= E. 


La particule se meut en direction de l'axe z, de D identique à son 


déplacement dans le champ potentiel U (z) = 1, == _—— . La période 


*) Le calcul de la dérivée partielle d’une fonction génératrice peut être 
simplifié sur la base de considérations suivantes. 
En passant de l'instant # à l'instant £ + Ôt il faut procéder à une transfor- 
mation canonique supplémentaire correspondant à la transition de À ë à À Na ÔÀ. 
Cette transf ormation. est définie par la fonction génératrice D(X, Y, Px, Py)— 


—XPx+YPK+ôÀ (moXY+PxPy/m@,) (voir problème 411.17}. Donc 


0 : 
Ps ARuER = À(mo?XY + P,.P;/mo). 
Cr) EPA ( x Py/mu:) 
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d'’oscillations (comp. avec problème 2b de [1], $ 11) est 


2Ta 


vVAsina— cos a 

où « est l'angle entre la vitesse de la particule v et l’axe z engendré 
à l’origine des coordonnées. Les particules pour lesquelles cotg* à > 
> À ne sont pas retenues dans le piège. La condition d’applicabilité 
de la théorie des invariants adiabatiques consiste dans la postulation 
que la variation du champ magnétique durant une révolution de la 
particule soit petite. Alors on a mcAv, € aeëko. 

En guise d'exemple de piège magnétique on peut citer les ceintu- 
res de radiation de la Terre (pour plus de détails sur les pièges voir 
1291). 

b) T = 2rxa/vsin a. 


13.28. a) (EE, —EÆ,)a?=const, E ,/So—const, EE, +E,; 
b) £,/%=—=const, E, V So la = const. 
13.29. En 2. dans la fonction de Hamilton 
PQ pp | e2?r? sin? 0 
2 d'or ne ES 2mr? Sn 0 2m F 8mc? 


le dernier terme neue en € on peut séparer les variables dans 
l'équation de Hamilton-Jacobi. 
Au cours d’une lente variation de €Æ les grandeurs p,,, $ et E + 


dE 
+ : ? demeurent constantes. 


P+ . muw?r? P} 
13.30. +5 —<À, Has 2mo?y? — E,, 


(m2o@2x2— pi) y + xp:Py = À, 


(m2@2x2— pi) p, — 2MOXpxy — _ {E», À). 


> 
e 


Su 
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